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Κεφάλαιο 1

ΠΡΟΛΟΓΟΣ-

ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ

΄Οταν, με άγνοια κινδύνου, αποφάσισα να κάνω τα πρώτα μου βήματα στην έρευνα

μπαίνοντας στη διαδικασία εκπόνησης μιας διδακτορικής διατριβής, η εικόνα που

είχα για το πώς μπορεί να γίνει κάτι τέτοιο ήταν, στην καλύτερη περίπτωση, δια-

στρεβλωμένη. Αφελώς, η εκτίμησή μου ήταν ότι απλώς πρόκειται για λίγα χρόνια

διαβάσματος ακόμη. Διαβάσματος πολύ πιο δύσκολων πραγμάτων, βέβαια, αλλά

πάντως διαβάσματος. Πλέον, σχεδόν έτοιμος να ολοκληρώσω την πορεία, μπορώ

να πω πως τελικά αυτή η εκτίμηση ήταν εντελώς εκτός πραγματικότητας. Για

την ακρίβεια, το μεγαλύτερο, προσωπικό, μου σοκ κατά τη διάρκεια της εμπειρίας

αυτής -και το οποίο μου πήρε και τον περισσότερο χρόνο να χωνέψω- ήταν ότι η

ιδέα που είχα για το πως γίνεται το «διάβασμα» έπρεπε να αποκαθηλωθεί εντελώς

και να αντικατασταθεί από κάτι διαφορετικό, το οποίο θα μπορούσα να συνοψίσω

στη φράση «αποτελεσματικό ψάξιμο». Πλέον, κατά τι σοφότερος πάνω σε αυτό το

θέμα, οφείλω να αναγνωρίσω ότι αυτό είναι πολύ πιο δύσκολο, μιας και, σε αντίθε-

ση με τη μελέτη, δεν υπάρχει ούτε υπόνοια μεθόδου για κάτι τέτοιο: η έρευνα, από

ένα σημείο και μετά, ίσως μπορεί να κατανοηθεί ως μια καλλιτεχνική διαδικασία.

Κάτι που πιστεύουν πολλοί έξω από τον τομέα της έρευνας, είναι ότι η δυσκολία

της έγκειται σε λειτουργικές παραμέτρους: στο ότι οι έννοιες γίνονται όλο και πιο

δύσπεπτες, στο ότι τα προβλήματα προς αντιμετώπιση δεν έχουν γνωστή, κοινώς

αποδεκτή, λύση, στον ανταγωνισμό κλπ. ΄Ηδη από τη σύντομη -μόλις τέσσερα

χρόνια- εμπειρία μου στον τομέα, μπορώ να πω ότι, στην πραγματικότητα, οι βασι-

κές δυσκολίες της έρευνας δεν είναι αυτές· αντιθέτως, είναι, εν τέλει, οντολογικής

φύσεως. Η όλη διαδικασία σε αναγκάζει, μοιραία, κάποια στιγμή να αντικρίσεις τα

όρια των δυνατοτήτων της νόησής σου και να βρεις το σθένος να βουτήξεις στο

κενό έξω από αυτά. Η έρευνα είναι μια άσκηση ταπεινότητας: είσαι αναγακσμένος

να αποδεχτείς, με πολλές φορές βάναυσο τρόπο, τη ματαιότητα πολλών ιδεών σου

-δε νομίζω ότι υπάρχει ερευνητής που να μην πέταξε, τουλάχιστον μια φορά, τη

δουλειά μηνών στα σκουπίδια. Σε αναγκάζει να συμβιβαστείς με το ότι, πολλές

φορές, ό,τι και να κάνεις δεν είναι αρκετό. Φτάνεις σε ένα εντελώς νέο επίπεδο
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κατανόησης του μεγαλείου των γιγάντων της διανόησης και μένεις έκθαμβος από

το πόσο δύσκολο είναι τελικά να γίνει κάτι που πολλές φορές ως τότε έκρινες,

ελαφρά τη καρδία, ως «στοιχειώδες». Συνειδητοποιείς ότι δεν υπάρχει ούτε και

εδώ παρθενογένεση, είναι αδύνατον απλά να σκεφτεί κανείς μία λύση: χρειάζεται

μήνες και χρόνια τριβής η επίλυση ακόμη και του πιο, φαινομενικά, ασήμαντου προ-

βλήματος -αν μη τι άλλο, αν δεν ήταν έτσι, θα είχε ήδη λυθεί. Καταλαβαίνεις ότι

μια καλοεκτελεσμένη, μικρή ιδέα είναι πολύ καλύτερη από μια κακοεκτελεσμένη

μεγάλη.

Το επιμύθιο των παραπάνω είναι ότι η πραγματική δυσκολία αυτής της υπόθε-

σης, σε αντίθεση με άλλες δουλειές διεκπεραιωτικής φύσεως, είναι ότι ο ερευνη-

τής είναι αναγκασμένος να υπερβαίνει συνεχώς τα όρια του εαυτού του. Αυτό

είναι το εγγενές χαρακτηριστικό που την κάνει πολλές φορές δυσβάσταχτη, αλλά

ταυτόχρονα και βαθύτατα γοητευτική. Απ’ αυτή τη σκοπιά, η έρευνα αποκτά δια-

στάσεις μοναστικής εμπειρίας. Με αυτό δεν αναφέρομαι στις ατέλειωτες ώρες που

περνάει ο ερευνητής με μόνη συντροφιά μουτζουρωμένα χαρτιά, αλλά στη διάπλαση

χαρακτήρα που τη συνοδεύει: δε βγαίνεις από αυτή ίδιος.

Στα καθ’ ημάς, η εν λόγω διατριβή πραγματοποιήθηκε στο Ελληνικό Πανεπι-

στήμιο· η επιλογή αυτή δεν ήταν τυχαία. Ως νέος της γενιάς της κρίσης -η οποία

αποδείχτηκε εκτός από οικονομική και κρίση ιδεών- έκανα τα πρώτα μου επιστημο-

νικά βήματα σε ένα περίεργο περιβάλλον. Το Ελληνικό Πανεπιστήμιο λοιδωρούταν

κατά ριπάς από σχεδόν όλες τις κατευθύνσεις. Ωστόσο, όσοι το ζούσαμε στο ε-

σωτερικό του και ήμασταν ενεργά μέλη του γρήγορα καταλάβαμε ότι και το δικό

μας Πανεπιστήμιο έχει πάρα πολλά να προσφέρει σε όποιον είναι πρόθυμος να τα

δεχτεί. Το εκπαιδευτικό προσωπικό, αλλά και εμείς οι φοιτητές, πολλές φορές

κληθήκαμε να κρατήσουμε χαρακτήρα και να δουλέψουμε απερίσπαστοι σε ένα πε-

ριβάλλον που μας έστηνε συνεχώς εμπόδια. Από την άλλη αισθάνομαι, παρά την

οίηση που ενδεχομένως κρύβει μια τέτοια αίσθηση, ότι αυτό μας έδωσε το ασυνα-

γώνιστο εφόδιο του να μπορούμε να κλείνουμε τα αυτία μας στους μάντεις κακών

και σε όσους ισοπέδωναν κάθε προσπάθειά μας και να συνεχίζουμε αγόγγυστα το

έργο μας. Σε όλο αυτό το σχιζοφρενικό κλίμα, ήταν προσωπική μου επιλογή να

παραμείνω στο Ελληνικό Πανεπιστήμιο, παίρνοντας όλο το κόστος της επιλογής

μου, για να διαθέσω τη δυναμική μου -όποια κι αν ήταν, μεγάλη ή μικρή- ως νέος

ερευνητής στο χώρο που με ανέθρεψε επιστημονικά. ΄Ολοι όσοι κάναμε αυτή την

επιλογή ξέρουμε το πόσο υποβαθμίστηκε -και θα συνεχίσει να υποβαθμίζεται- το

έργο μας αλλά, προσωπικά, δε μετανιώνω στιγμή για την επιλογή μου. ΄Εχοντας

πλέον μια μικρή εμπειρία κοντά στο Ακαδημαϊκό επίπεδο, μπορώ να δηλώσω με

βεβαιότητα ότι το Πανεπιστήμιό μας διαθέτει άξιους ανθρώπους που παρέχουν την

-συχνά αξιοσημείωτη- επιστημονική τους δυναμική με ταπεινότητα, διάθεση και

απεριόριστο σεβασμό στην εκπαιδευτική διαδικασία.

Ως εκ τούτου, οφείλω να ευχαριστήσω τον καθηγητή μου, και κύριο επιβλέπο-

ντα αυτής της διατριβής, κο Αλέξανδρο Καρανίκα. ΄Εχοντας πια μια μακρά συ-

νεργασία μαζί του, ήδη από την προπτυχιακή μου διπλωματική, κατόπιν κατά την

εκπόνηση του μεταπτυχιακού μου και πλέον κατά τη διδακτορική μου διατριβή, τον

ευχαριστώ βαθύτατα που εκτός από την άρτια καθοδήγησή του, ήταν και πάντα

πρόθυμος να ακούσει τις -συχνά αφελείς- ιδέες μου. Είμαι βαθιά ευγνώμων που

κατά τη διάρκεια αυτής της έρευνας με αντιμετώπισε ως επιστημονικά ισοδύναμο,
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μου επέτρεψε να αυτοσχεδιάσω, να δοκιμάσω πράγματα, να ακολουθήσω κατευ-

θύνσεις που ίσως δεν άπτονταν πάντα των προβλημάτων που αντιμετωπίζαμε. Η

οπτική του πάνω στο πώς πρέπει να γίνεται μια έρευνα και η ελευθερία που μου

παρείχε να ακολουθήσω τη δική μου πορεία, από τα πρώτα χρόνια κιόλας της συ-

νεργασίας μας, είναι αξιοθαύμαστη και θα αποτελέσει οδηγό στη ζωή μου και στη

μετέπειτα σταδιοδρομία μου.

Επίσης ευχαριστώ πολύ τα μέλη της συμβουλευτικής μου επιτροπής, κο Φώτιο

Διάκονο και κο Ιωάννη Πάχο, που, πάντοτε με ενάργεια, με έφεραν σε επαφή με

γόνιμες ιδέες και ενδιαφέρουσες κατευθύνσεις, καθώς και για το ότι πάντα μου

παρείχαν πρόθυμα και εγκαίρως τη βοήθειά τους σε οτιδήποτε χρειάστηκε.

Πολλές ευχαριστίες και στο συνάδελφο Ιωάννη Λυρή, για την εξαιρετική συ-

νεργασία μας καθ’ όλη τη διάρκεια αυτής της έρευνας. Οι ατέλειωτες συζητήσεις

μας και η από κοινού ανάλυσή μας στα θέματα που πραγματεύεται η εν λόγω

διατριβή αποτέλεσαν για μένα πολύτιμη βοήθεια. Του είμαι ευγνώμων για την επι-

μονή που έδειξε πάνω σε θέματα μαθηματικής αυστηρότητας των εννοιών και των

εργαλείων που χρησιμοποιήσαμε -επιμονή την οποία πολύ αμφιβάλλω αν θα είχα

δείξει από μόνος μου- και η οποία με ώθησε σε μια εντελώς καινούρια επεξεργασία

του μαθηματικού υποβάθρου μου. Η ροπή του προς τη μαθηματική αυστηρότητα

σε συνδυασμό με την προτίμησή μου στη φυσική διαίσθηση ήταν συστατικά που

αναμφίβολα όδηγησαν σε μια αρμονική ανάπτυξη του αντικειμένου επεξεργασίας

μας και τον ευχαριστώ πολύ γι’ αυτό.

Πέραν του ερευνητικού κομματιού, εντός του Πανεπιστημίου, υπάρχει πάντα

και το γραφειοκρατικό, στο οποίο, δυστυχώς, πάντοτε υστερούσα. Οι υπάλληλοι

της Γραμματείας του τμήματος Φυσικής του ΕΚΠΑ, καθώς και της γραμματείας

του Τομέα Πυρηνικής Φυσικής και Στοιχειωδών Σωματιδίων ήταν πάντα υπομονε-

τικοί και μου παρείχαν οποιαδήποτε βοήθεια χρειάστηκε, ως εκ τούτου ευχαριστώ

βαθύτατα και όσους με εξυπηρέτησαν σε αυτό το επίπεδο όλα αυτά τα χρόνια.

Τέλος, ευχαριστώ την οικογένειά μου, που ανέσυρε το σθένος να στηρίξει όλη

αυτή τη σταδιοδρομία.

Παναγιώτης Λυκουργιάς
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Κεφάλαιο 2

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η κατανόηση της δυναμικής σύνθετων κβαντικών συστημάτων είναι ζωτικής σημα-

σίας και παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον, τόσο θεωρητικό όσο και πειραματικό [1]

για πολλούς τομείς της σύγχρονης φυσικής οι οποίοι εκτείνονται από την περιοχή

των υπέρψυχρων ατόμων έως την αποθήκευση και τη διαχείριση της κβαντικής

πληροφορίας. Το πεδίο έρευνας στην περιοχή αυτή είναι τεράστιο και περιλαμ-

βάνει την ανάπτυξη πολλών και πολύ ισχυρών αριθμητικών τεχνικών [2],[3] αλλά

σημαντικά λιγότερων αναλυτικών μεθόδων.

Η ύπαρξη ενός ελεγχόμενου περιβάλλοντος μέσω του οποίου κάποια ή κάποιες

από τις παραμέτρους που χαρακτηρίζουν τη Hamiltonian ενός κβαντικού συστήμα-

τος μεταβάλλονται χρονικά (είτε σταδιακά είτε απότομα) είναι αντικείμενο εντατι-

κής έρευνας τα πολλά τελευταία χρόνια λόγω των τεχνολογικών εφαρμογών που

μπορούν να προκύψουν. Από την πλευρά της θεωρητικής ανάλυσης αποτελεί, από

την εποχή του προβλήματος Landau-Zener, ένα εξαιρετικά ενδιαφέρον θέμα το

οποίο συχνά εμπλέκεται με τη φυσική συστημάτων εκτός ισορροπίας.

Τα κβαντικά συστήματα που αναλύονται, συνήθως μέσω ενός μίγματος θε-

ωρητικών και αριθμητικών τεχνικών [4], είναι συστήματα αρκετά απλά ώστε η

Hamiltonian να μπορεί να διαγωνοποιηθεί αλλά τα οποία παρουσιάζουν πλούσια

φυσική όπως είναι το μονοδιάστατο μοντέλο Ising ή το αντίστοιχο μοντέλο ΧΥ

εντός χρονικά εξαρτώμενου εγκάρσιου πεδίου, μοντέλα τα οποία παρουσιάζουν αλ-

λαγή φάσης με μηδενική θερμοκρασία [5], [6]. Στις περιπτώσεις αυτές, όπως και σε

άλλες πιο σύνθετες, το βασικό εργαλείο μελέτης είναι οι συναρτήσεις συσχετισμού

και οι πληροφορίες που παρέχουν για τη διεμπλοκή (entanglement) της βασικής

κατάστασης του συστήματος, αλλά οι αναλυτικοί υπολογισμοί αναφέρονται στην

στατική περίπτωση.

Ακόμη μεγαλύτερο είναι το ενδιαφέρον το οποίο παρουσιάζουν συστήματα τα

οποία βρίσκονται σε επαφή με άλλο κβαντικό σύστημα το οποίο παίζει τον ρόλο

του περιβάλλοντος για το πρώτο. Ο λόγος έχει, βέβαια, να κάνει με την αποσυνο-

χή και την απομείωση των ιδιοτήτων που φιλοδοξεί κάποιος να χρησιμοποιήσει σε

οποιαδήποτε κβαντική τεχνολογική εφαρμογή. Επομένως, είναι προφανές ότι τόσο

πειραματικά όσο και θεωρητικά, η κατανόηση του μηχανισμού και του ρυθμού απο-

συνοχής είναι ζωτικής σημασίας. Το θέμα αυτό αναλύεται, σχεδόν αποκλειστικά,

9
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στο πλαίσιο της εξίσωσης Lindbland η οποία βασίζεται στην απουσία φαινομένων

μνήμης του περιβάλλοντος (γεγονός που αποκλείει περιβάλλοντα με βαθμούς ελευ-

θερίας συγκρίσιμους με αυτούς του συστήματος) και στην ασθενή αλληλεπίδραση

συστήματος-περιβάλλοντος. Σε λίγες περιπτώσεις [7] έχει χρησιμοποιηθεί η πιο

γενική τεχνική των Feynman-Vernon [8] η οποία στηρίζεται στα ολοκληρώματα

διαδρομών του Feynman.
Από αυτά που εκτέθηκαν παραπάνω είναι φανερό ότι έχει ενδιαφέρον, και όχι

μόνο θεωρητικό, η ανάπτυξη τεχνικών οι οποίες θα μπορούσαν να ξεπεράσουν

κάποια από τα ζητήματα που αντιμετωπίζει η μελέτη της κβαντικής δυναμικής σύν-

θετων συστημάτων.

Στην διατριβή που ακολουθεί εισηγούμεθα τη χρήση των ολοκληρωμάτων δια-

δρομών ως ένα σημαντικό βήμα προς την κατεύθυνση αυτή. Υπέρ της πρότασης

αυτής υπάρχουν κάποια σοβαρά επιχειρήματα. ΄Ενα από αυτά είναι ότι τα ολοκλη-

ρώματα διαδρομών είναι το προνομιακό εργαλείο για την εφαρμογή συστηματικών

ημικλασικών υπολογισμών. Αυτό είναι σημαντικό για συστήματα που χαρακτη-

ρίζονται από μη γραμμικότητες οι οποίες κάνουν αυτά τα συστήματα πολύ πιο

ενδιαφέροντα αλλά δεν επιτρέπουν την άμεση διαγωνοποίηση της Hamiltonian.
Η μεγάλη παράμετρος ως προς την οποία μπορεί να αναπτυχθεί μια συστηματι-

κή ημικλασική θεωρία διαταραχών μπορεί να είναι ο αριθμός των σωματιδίων του

συστήματος [9]. ΄Ενας εξίσου σημαντικός λόγος αφορά στον υπολογισμό της

χρονικής εξάρτησης των συναρτήσεων συσχετισμού όταν σε αυτές περιέχονται

περισσότερες από μία χρονικές στιγμές. Αυτό μπορεί να το καταλάβει κανείς αν

αναφερθεί στην ανηγμένη μήτρα πυκνότητας η οποία είναι η ποσότητα-κλειδί για

την μελέτη της δυναμικής των κβαντικών συσχετίσεων. Ο υπολογισμός της ε-

ίναι από εξαιρετικά πολύπλοκος έως και αδύνατος στις περισσότερες περιπτώσεις

αλλά, ακόμη και εάν είναι γνωστή, δεν επαρκεί για τον υπολογισμό συσχετίσεων

της μορφής

〈
Ô(t1)...Ô(tn)

〉
= tr

[
ρ̂(0)Ô(t1)...Ô(tn)

]
. Αντίθετα, ο φορμαλισμός

των ολοκληρωμάτων διαδρομών είναι κατασκευαστικά επιφορτισμένος με τον υ-

πολογισμό συναρτήσεων συσχέτισης πολλών σημείων μέσω της συναρτησιακής

γεννήτριας.

Εντούτοις και παρά τα προφανή πλεονεκτήματα, η τεχνική των ολοκληρωμάτων

διαδρομών έχει ελάχιστα χρησιμοποιηθεί στη μελέτη κβαντικών συστημάτων πολ-

λών σωματιδίων [10]. Ανάμεσα στους λόγους για τους οποίους συμβαίνει αυτό, ο

πιο σημαντικός, είναι τα προβλήματα και οι ασυνέπειες [40] που βαραίνουν αυτή την

περιγραφή όταν αναφέρεται σε συστήματα των οποίων η Hamiltonian εκφράζεται

μέσω τελεστών δημιουργίας και καταστροφής (μποζονικών ή φερμιονικών). Σε μια

τέτοια περίπτωση, η οποία είναι ο κανόνας στα συστήματα πολλών σωματιδίων, οι

διαδρομές που πρέπει να ολοκληρωθούν εκφράζονται στην (υπερπλήρη) βάση των

(μποζονικών ή φερμιονικών) συνοχικών καταστάσεων (coherent states). Το γεγο-

νός αυτό οδηγεί σε ολοκληρώματα τα οποία, ακόμη και σε πολύ απλές περιπτώσεις

όπως η Ĥ = â†â, δεν δίνουν τα σωστά αποτελέσματα (τα οποία μπορούν να υπο-

λογιστούν, με τετριμμένο τρόπο, με άλλες μεθόδους). Η εικαζόμενη χρησιμότητα

των ολοκληρωμάτων διαδρομών έχει οδηγήσει σε διάφορες [23], [24] προτάσεις

οι οποίες φιλοδοξούν να προσπεράσουν τις ασυνέπειες έτσι ώστε να αποδώσουν

καθαρό έναν χρήσιμο φορμαλισμό. Οι περισσότερες από αυτές μπορούν να διορ-
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θώσουν τις ασυνέπειες μόνο τετριμμένων περιπτώσεων όπως η προαναφερθείσα.

Η μόνη γνωστή τεχνική η οποία μπορεί να αντιμετωπίσει με επιτυχία περιπτώσεις

στις οποίες παρουσιάζονται μη γραμμικότητες της μορφής (â†â)n(σε συστήματα

μποζονίων) έχει την αδυναμία της παράκαμψης του προβλήματος (της κατασκευής,

δηλαδή, ολοκληρωμάτων διαδρομών σε χώρο που καλύπτεται από συνοχικές κατα-

στάσεις) με την αναγωγή του σε χώρους και βάσεις όπου η ισχύς του φορμαλισμού

είναι αποδεδειγμένη [16], [17]. Στο πρώτο μέρος της παρούσας διατριβής παρου-

σιάζεται μια τεχνική η οποία βασίζεται στην καλά μελετημένη και θεμελιωμένη

γεωμετρική κβάντωση [47], [48], [50] μέσω της οποίας επιχειρείται η, από πρώτες

αρχές, θεμελίωση της ολοκλήρωσης τροχιών οι οποίες ορίζονται σε χώρους που

καλύπτονται από συνοχικές καταστάσεις μποζονίων και spin [64]. Συζητείται, ε-

πίσης, η αντίστοιχη κατασκευή για τα φερμιονικά συστήματα μέσω της τεχνικής

Faddeev-Jackiw [25], [27].
Στο δεύτερο τμήμα της διατριβής ο φορμαλισμός των ολοκληρωμάτων διαδρο-

μών με όρους συνοχικών καταστάσεων, εφαρμόζεται σε ένα, μη τετριμμένο, σύστη-

μα το οποίο μπορεί να αναλυθεί και με διαφορετικές τεχνικές: το μονοδιάστατο

ΧΥ μοντέλο με εγκάρσιο πεδίο. Σε πρώτο επίπεδο το σύστημα αντιμετωπίζεται

ως πλήρως απομονωμένο και υπολογίζεται η χρονική εξάρτηση συναρτήσεων συ-

σχέτισης στη βασική κατάσταση. Παρότι τέτοια αποτελέσματα ήταν γνωστά από

παλιά [30] τα χρησιμοποιούμε ως ένα κρίσιμο τεστ για έναν φορμαλισμό ο οποίος

έχει εμφανίσει προβλήματα ακόμα και στο επίπεδο του αρμονικού ταλαντωτή. Στη

συνέχεια, μελετάμε τη χρονική εξάρτηση της λεγόμενης γεωμετρικής εντροπίας

της βασικής κατάστασης. Η εντροπία αυτή είναι η εντροπία von Neumann η οποία

παράγεται μετά την αποκοπή ενός τμήματος του μονοδιάστατου πλέγματος, επί του

οποίου ορίζεται το σύστημα για το οποίο συζητάμε. Η χρονική της εξάρτηση έχει

μελετηθεί μόνο αριθμητικά. Υπό την έννοια αυτή, το αποτέλεσμα των υπολογισμών

μας μπορεί να θεωρηθεί πρωτότυπο. Στη συνέχεια εξετάζουμε την περίπτωση στην

οποία το σύστημα είναι σε επαφή με ελεγχόμενο εξωτερικό περιβάλλον μέσω του

οποίου το εγκάρσιο μαγνητικό πεδίο αλλάζει με τον χρόνο. Το πρόβλημα αυτό,

στο σκέλος του που αφορά στην επίδραση αυτής της μεταβολής στον εναγκαλι-

σμό της βασικής κατάστασης, έχει μελετηθεί είτε αριθμητικά [4] είτε αναλυτικά

στη γειτονιά του κρίσιμου σημείου [32]. Ο φορμαλισμός που παρουσιάζουμε [65]

έχει την δυνατότητα να εξετάσει την χρονική εξάρτηση συναρτήσεων συσχέτισης

παρουσία μεταβαλλόμενου πεδίου. Πέρα από τις τεχνικές λεπτομέρειες, το βασικό

στοιχείο σε αυτό το τμήμα της διατριβής είναι το γεγονός ότι η χρονική εξάρτηση

του μαγνητικού πεδίου οδηγεί το σύστημα εκτός ισορροπίας. Για την μελέτη του,

συνδέουμε την τεχνική μας με τον φορμαλισμό Keldysh-Schwinger έτσι ώστε να

περιγράψουμε συσχετίσεις εκτός ισορροπίας.

Η διατριβή κλείνει με την πρόταση ενός μοντέλου το οποίο στηρίζεται στην

ιδέα των μη τοπικών βαθμών ελευθερίας και το οποίο θα μπορούσε να θεωρηθεί

ως παραλλαγή της αλυσίδας του Kitaev [62]. Το ενδιαφέρον της μελέτης τέτοιων

συστημάτων τα οποία μπορούν να υποστηρίξουν την ύπαρξη μη τοπικών βαθμών

ελευθερίας, έγκειται στη δυνατότητα αποθήκευσης και διαχείρισης πληροφορίας η

οποία μπορεί να είναι προστατευμένη απέναντι σε τοπικές διαταραχές.
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Μέρος I

ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΟΥ

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ

ΔΙΑΔΡΟΜΩΝ
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Κεφάλαιο 3

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

ΔΙΑΔΡΟΜΩΝ

΄Ενα πολύ μεγάλο μέρος της παρούσας διατριβής αφορά τη συνεπή τυποποίηση των

ολοκληρωμάτων διαδρομών και εφαρμογές αυτών σε φυσικά προβλήματα. Σε αυτό

το κεφάλαιο θα κάνουμε μια σύντομη εισαγωγή στην ιδέα των ολοκληρωμάτων δια-

δρομών δίνοντας έμφαση στη χρησιμότητά τους και προσπαθώντας να εξηγήσουμε

όσο καλύτερα γίνεται το σκέπτικο σύμφωνα με το οποίο εμφανίστηκαν και χρη-

σιμοποιούνται στη φυσική. Τονίζουμε ωστόσο από τώρα ότι, όπως θα δούμε στη

συνέχεια, ο συνεπής ορισμός τους σε πάρα πολλές περιπτώσεις είναι ακραία μη

τετριμμένος.

3.1 Σύνδεση με την κλασική μηχανική

Ας θυμηθούμε την ιδέα που βρίσκεται στον πυρήνα της κβαντομηχανικής και την

κάνει μη κλασική θεωρία: το αντικείμενο ενδιαφέροντος είναι η κυματοσυνάρτηση

(ή το κυματάνυσμα). Η κυματοσυνάρτηση αποτελεί την ῾῾κατάσταση᾿᾿ ενός κβαντι-

κού συστήματος, με την έννοια ότι είναι η οντότητα εκείνη από την οποία μπορούμε

κατ’ αρχήν να λάβουμε οποιαδήποτε πληροφορία για το σύστημα. Αξίζει να αντι-

παραβάλλουμε αυτή την εικόνα με την εικόνα των κλασικών θεωριών φυσικής: εκεί

η θεμελιώδης οντότητα είναι η τροχιά στο χώρο των φάσεων, από την άποψη ότι

αυτή είναι η ποσότητα εκ της οποίας μπορούμε κατ’ αρχήν να μάθουμε τα πάντα

για το σύστημα.

Προφανώς σε κάθε θεωρία φυσικής θεμελιώδης στόχος είναι η εύρεση της

οντότητας που αποτελεί την ῾῾κατάσταση᾿᾿ του συστήματος. Στην κλασική μηχα-

νική αυτή είναι η τροχιά και προκύπτει από το Νόμο του Νεύτωνα, μια διαφορική

εξίσωση δεύτερης τάξης ως προς το χρόνο. Στην κβαντομηχανική αυτή είναι η

κυματοσυνάρτηση και προκύπτει από την εξίσωση Schrödinger, μια διαφορική ε-

15
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ξίσωση πρώτης τάξης ως προς το χρόνο.

Το ότι η εξίσωση Schrödinger είναι πρώτης τάξης ως προς το χρόνο σημα-

ίνει ότι η κατάσταση του συστήματος κάποια χρονική στιγμή προκύπτει από την

κατάσταση του συστήματος απειροστό χρόνο νωρίτερα. Επομένως κεντρική σημα-

σία για την κβαντική μηχανική φαίνεται να έχει ο γενήτορας των μεταθέσεων στο

χρόνο, ο οποίος είναι ο τελεστής που ονομάζεται Hamiltonian. Με άλλα λόγια,

η κβαντική μηχανική ανάγεται στη μελέτη του τελεστή Hamiltonian, δηλαδή η

εξίσωση Schrödinger συνδέεται με την εξίσωση ιδιοτιμών της Hamiltonian.
Οποιοσδήποτε έχει έστω και ελάχιστη εξοικείωση με την κβαντική μηχανική

ή με τις μεθόδους επίλυσης εξισώσεων ιδιοτιμών, ξέρει πολύ καλά ότι η επίλυση

της εξίσωσης Schrödinger, εν γένει, μόνο τετριμμένη δεν είναι. Για την ακρίβεια

λιγοστά είναι τα συστήματα η εξίσωση Schrödinger των οποίων μπορεί να λυθεί α-

κριβώς, ενώ ακόμη και το πολύ χρήσιμο εργαλείο της θεωρίας διαταραχών δεν είναι

πάντοτε πρακτικό ή δε δίνει σαφείς απαντήσεις. Είναι, δε, γνωστό ότι οι υπολο-

γισμοί που εμπλέκουν τελεστές παρουσιάζουν συχνά δυσκολίες λόγω του ότι για

αυτά τα αντικείμενα η διάταξη είναι πάρα πολύ σημαντική: ένα γινόμενο τελεστών,

εν γένει, αλλάζει τιμή αλλάζοντας τη διάταξη των τελεστών που το απαρτίζουν.

Ως εκ τούτου, είναι ξεκάθαρο ότι βολεύει πολύ περισσότερο να περιγράφουμε ένα

σύστημα χρησιμοποιώντας συναρτήσεις παρά τελεστές. Επομένως είναι εύλογο να

προσπαθήσει κανείς -αν γίνεται- να ῾῾κλασικοποιήσει᾿᾿ ένα κβαντικό σύστημα, με

κάποιο συνεπή τρόπο, προκειμένου να μελετά συναρτήσεις και όχι τελεστές. Από

αυτή τη σκοπιά θα προσπαθήσουμε να εξηγήσουμε τα κίνητρα της εισαγωγής των

ολοκληρωμάτων διαδρομών στη φυσική.

΄Οπως είπαμε, η Hamiltonian είναι η οντότητα εκείνη που γεννά μεταθέσεις

στο χρόνο. Να σημειωθεί ότι αυτό ισχύει τόσο για την κβαντική μηχανική όσο και

για την κλασική φυσική, όπως είναι γνωστό από την αναλυτική μηχανική. Στην

κβαντική μηχανική η Hamiltonian είναι η θεμελιώδης ποσότητα. Από την άλλη,

στην κλασική μηχανική η Hamiltonian δεν είναι θεμελιώδης, προκύπτει από τη

Lagrangian. Ο λόγος που η Lagrangian είναι πράγματι πιο θεμελιώδης μπορεί

να φανεί ξεκάθαρα όταν περάσουμε στην ειδική σχετικότητα (που είναι πληρέστε-

ρη κλασική θεωρία από τη Νευτώνεια φυσική): η Lagrangian είναι ένα βαθμωτό

Lorentz, ενώ η Hamiltonian είναι η χρονική συντεταγμένη ενός τετρανύσματος!

Η μη αναλλοιώτητα της Hamiltonian μεταξύ διαφορετικών συστημάτων αναφοράς

είναι προφανής: οι χρονικές μεταβολές εν γένει διαφέρουν μεταξύ τέτοιων συστη-

μάτων, επομένως διαφέρουν και οι γενήτορες των χρονικών μεταθέσεων. Οπότε

κλασικά, η Hamiltonian δεν είναι θεμελιώδης. Αυτή η μη αναλλοιώτητα δεν είναι

καθόλου προφανής στην αρχική περιγραφή της κβαντικής μηχανικής.

Από την αναλυτική μηχανική ξέρουμε ότι η Lagrangian κάποια χρονική στιγμή

είναι συνάρτηση της θέσης και της θέσης λίγο αργότερα (συνήθως γράφεται ως συ-

νάρτηση της θέσης και της ταχύτητας, το οποίο προκύπτει πράγματι για απειροστή

χρονική διαφορά). Η δε Hamiltonian κάποια χρονική στιγμή είναι συνάρτηση της

θέσης και της ορμής την ίδια εκείνη χρονική στιγμή. Οι δυο ποσότητες συνδέονται

μέσω του μετασχηματισμού Legendre. Το πρόβλημα στην απευθείας αναγωγή αυ-

τών των ιδεών στο κβαντικό επίπεδο είναι ότι ο μετασχηματισμός Legendre, για
ένα κβαντικό σύστημα, δεν είναι καλά ορισμένος: αν μη τι άλλο απαιτεί την ύπαρξη

τροχιάς, κάτι που στην κβαντομηχανική δεν υπάρχει. Αυτό διότι πλέον οι κανονι-
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κές μεταβλητές q, p είναι τελεστές q̂, p̂ που δε μετατίθενται.

Μια περιγραφή αυτών των ιδεών είχε δοθεί από το Dirac -αργότερα ο Feynman
εξέφρασε μαθηματικώς αυτές τις ιδέες με τρόπο ώστε να μπορούν να χρησιμοποι-

ηθούν για υπολογισμούς [36], [37], [43]: από τη στιγμή που κβαντομηχανικά η

θεμελιώδης ποσότητα είναι η Hamiltonian, όλη η κβαντική μηχανική χτίζεται α-

νάλογα με τη θεωρία της κλασικής μηχανικής που αφορά τη Hamiltonian. Εφόσον

κλασικά υπάρχει σύνδεση μεταξύ Hamiltonian και Lagrangian -μέσω του μεατα-

σχηματισμού Legendre- εύλογα προκύπτει η απορία του πώς θα μεταφραζόταν

κβαντικά η κλασική θεωρία που αφορά τη Lagrangian. ΄Ομως οι εξισώσεις που α-

φορούν τη Lagrangian περιέχουν μερικές παραγώγους ως προς τις συντεταγμένες

και τις ταχύτητες, που κβαντικά δεν έχουν νόημα, μιας και αυτές οι ποσότητες είναι

τελεστές. Επομένως πρέπει να αξιοποιήσουμε τις ιδέες της κλασικής θεωρίας της

Lagrangian, όχι τις εξισώσεις της. Επισημαίνουμε εδώ ότι όταν αναφερόμαστε σε

κβαντική έκφραση της θεωρίας της Hamiltonian δεν αναφερόμαστε στις εξισώσεις

Hamilton αφού περιέχουν κι εκείνες μερικές παραγώγους ως προς μεγέθη που

κβαντικά είναι τελεστές. Ωστόσο, αξιοποιώντας την αγκύλη Poisson, οι εξισώσεις

αυτές μπορούν να γραφτούν σε μια πιο γενικευμένη μορφή που επιτρέπει την α-

ναγωγή τους στο κβαντικό επίπεδο παραμορφώνοντας την αγκύλη Poisson σε μια

άλλη αγκύλη, τη λεγόμενη Moyal. Αυτό επιτυγχάνεται διότι η ιδέα των κανονικών

συντεταγμένων και ορμών έχει ένα πολύ απλό κβαντικό ανάλογο (η αγκύλη Pois-
son μιας συντεταγμένης και της συζυγούς της ορμής είναι ίση με 1, ο μεταθέτης

μιας συντεταγμένης και της συζυγούς της ορμής είναι ίσος με ih̄). Υπενθυμίζουμε,

επίσης, ότι η κλασική θεωρία της Lagrangian επιτρέπει να εκφράσουμε όλες τις

εξισώσεις κίνησης εντοπίζοντας τα στάσιμα σημεία της ποσότητας που ονομάζεται

δράση (το ολοκλήρωμα της Lagrangian στο χρόνο).

Αυτές είναι οι βασικές θεωρητικές παρατηρήσεις για να κατανοήσουμε τα κίνη-

τρα εισαγωγής μιας νέας ιδέας -ενός νέου θεωρητικού εργαλείου- στη συμβατική

κβαντική μηχανική: ψάχνουμε να βρούμε πώς μπορούν να μεταφραστούν κάποια

από όσα ξέρουμε για την κλασική δράση στο κβαντικό επίπεδο -όσα είναι εφικτό.

Ας θυμηθούμε τη λογική της αναλυτικής μηχανικής: στην απλούστερη περίπτωση

ένα σωματίδιο ξεκινά από μια αρχική θέση, καταλήγει σε μια τελική και αναζητούμε

την τροχιά που ακολούθησε στο χώρο των φάσεων. Το σπουδαίο αποτέλεσμα της

αναλυτικής μηχανικής είναι ότι οι τροχιές που επιτρέπονται κλασικά καθιστούν το

συναρτησοειδές της δράσης στάσιμο. Επίσης υπάρχει κι ένας σύνδεσμος σε αυτές

τις τροχιές: η ενέργεια του συστήματος πρέπει να διατηρείται. Αυτά τα δύο γεγο-

νότα είναι εμφανές ότι δίνουν μια ευκρινέστατη εικόνα για τις ακριβείς θέσεις και

ορμές και τη δυναμική των κλασικών σωματιδίων ανά πάσα στιγμή.

Αντιθέτως, τα κβαντικά σωματίδια είναι πολύ πιο περίπλοκα, είναι αδύνατο

να μελετηθούν υπό όρους τροχιών ή ενεργειών, εν γένει. Αυτό αιχμαλωτίζεται

κομψότατα στην Αρχή της απροσδιοριστίας του Heisenberg: η σχέση αβεβαιότη-

τας θέσης-ορμής αποκαθηλώνει ανεπανόρθωτα την ιδέα της τροχιάς, θεμελιώδη

στην κλασική μηχανική -όχι απλά δεν υπάρχουν ῾῾κβαντικά επιτρεπτές τροχιές᾿᾿,

δεν υπάρχουν καν τροχιές! Η δε σχέση αβεβαιότητας χρόνου-ενέργειας επιτρέπει

την παραβίαση της διατήρησης της ενέργειας σε ένα συγκεκριμένο χρονικό εύρος.

Ακραιφνής εκδήλωση της κλασικά απαγορευμένης συμπεριφοράς των κβαντικών

σωματιδίων είναι το φαινόμενο σύραγγας: ένα σωματίδιο μπορεί να υπερβεί ένα
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φράγμα δυναμικού υψηλότερο από την ίδια του την ενέργεια!

Ωστόσο, μπορούμε να εντοπίσουμε στην κλασική αναλυτική μηχανική το σπόρο

μιας ιδιαίτερα ενδιαφέρουσας ιδέας: η διάδοση ενός κλασικού σωματιδίου από ένα

σημείο του χώρου των φάσεων -από μια κλασική κατάσταση- σε ένα άλλο ελέγχεται

από τη δράση. Η κβαντική μετάφραση αυτής της δήλωσης έχει ως εξής: το κβαντι-

κό πλάτος μετάβασης από ένα κυματάνυσμα -από μια κβαντική κατάσταση- σε ένα

άλλο ελέγχεται από τη δράση. Η σημασία της λέξης ῾ἑλέγχεται᾿᾿ φυσικά διαφέρει

μεταξύ των δύο περιπτώσεων. Στην κλασική περίπτωση όπως επισημάναμε συμ-

μετέχει μόνο η κλασικά επιτρεπτή διαδρομή. Στην κβαντική περίπτωση, εφόσον

δεν υπάρχει κάποια συγκεκριμένη κβαντικά επιτρεπτή διαδρομή, θα πρέπει να υ-

ποθέσουμε ότι συνεισφέρουν όλες οι δυνατές διαδρομές -ζυγιζόμενες με κάποιον

παράγοντα βάρους φυσικά. Αυτό το άθροισμα πάνω σε όλες τις διαδρομές απο-

τελεί την πρωτόλεια ιδέα του ολοκληρώματος διαδρομών. Επισημαίνουμε ότι και

εδώ η κλασικά επιτρεπτή διαδρομή έχει κάποια σημασία: εφόσον η κλασική φυσική

ανακτάται στο όριο h̄→ 0 σε αυτό το όριο θα συνεισφέρει μόνο η κλασική τροχι-

ά. Επίσης σημειώνουμε ότι με αυτό το σκεπτικό δικαιολογείται και το φαινόμενο

σύραγγας: εφόσον στο πλάτος μετάβασης συνεισφέρουν όλες οι διαδρομές και όχι

μόνο η κλασική, δεν προκαλεί έκπληξη το ότι βρίσκουμε ένα αποτέλεσμα κλασικά

απαγορευμένο.

Αυτό είναι το σκεπτικό που, κατά μία έννοια, δικαιολογεί την επινόηση του

ολοκληρώματος διαδρομών και υποδεικνύει και το δρόμο για το μαθηματικό φορ-

μαλισμό του. ΄Οπως θα πρέπει να έχει γίνει κατανοητό από την παραπάνω ανάλυση,

το ολοκλήρωμα διαδρομών είναι μάλλον η πιο ακραιφνής εκδήλωση κλασικών ιδεών

στην κβαντική μηχανική. Θα συνεχίσουμε με τη θεμελίωση του, προσπαθώντας να

εκφράσουμε τα προαναφερθέντα σε αυστηρά μαθηματική γλώσσα και να δείξουμε

ότι αυτή η σκέψη περί αθροίσματος πάνω σε όλες τις διαδρομές είναι όντως κάτι

παραπάνω από μια εύλογη αναλογία που προκύπτει από την κβαντική μετάφραση

της κλασικής φυσικής.

3.2 Μαθηματική έκφραση του ολοκληρώμα-

τος διαδρομών

Η ανάπτυξη των παραπάνω ιδεών μπορεί να βρεθεί σε πάρα πολλά αξιόλογα βιβλία[12],

[13], [29], [33], [46], [52] ενώ η βιβλιογραφία είναι πλούσια και στην αντιμετώπι-

ση συγκεκριμένων φυσικών προβλημάτων, στην ανάπτυξη μεθόδων διαχείρισης

των υπολογισμών που υπεισέρχονται σ΄ αυτά καθώς και στη σύνδεση με διάφορους

κλάδους των μαθηματικών και της φυσικής. Σε αυτή την εργασία δε θα επιχει-

ρήσουμε να καταγράψουμε όλο το απόθεμα γνώσης πάνω στο θέμα. Ωστόσο θα

παρουσιασούμε το μαθηματικό φορμαλισμό των ολοκληρωμάτων διαδρομών, ώστε

να γίνουν κατανοητά τα προβλήματα και οι μέθοδοι επίλυσης που επεξεργαζόμαστε

στη συνέχεια της διατριβής.

Η εμβληματική ερώτηση όταν ασχολούμαστε με κβαντική μηχανική αφορά το

ποια είναι η πιθανότητα να λάβουμε μια συγκεκριμένη τελική κατάσταση αν ξεκι-

νάμε από μια αρχική και παρέλθει κάποιο χρονικό διάστημα. Για λόγους απλότητας
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θα θεωρήσουμε ότι ο χώρος είναι μονοδιάστατος. Η επέκταση σε περισσότερες

διαστάσεις -εφόσον δουλεύουμε με μη καμπυλόγραμμες συντεταγμένες- είναι προ-

φανής. Επομένως αυτό που μας αφορά είναι η ποσότητα

〈xb(tb)|xa(ta)〉 = 〈xb| Û(tb, ta) |xa〉 , ta < tb, (3.1)

όπου Û(tb, ta) είναι ο τελεστής χρονικής εξέλιξης. Η ανισότητα μεταξύ των δύο

χρόνων υποδεικνύει ότι το ενδιαφέρον μας εστιάζεται στην αιτιακή χρονική εξέλι-

ξη (καθυστερημένη). Ο δρόμος προς τη μαθηματική έκφραση του ολοκληρώματος

διαδρομών ξεκινά με την παρατήρηση ότι ο νόμος της χρονικής εξέλιξης οφείλει

να είναι συνθετικός: με αυτό εννοούμε ότι ο τελεστής χρονικής εξέλιξης από μια

αρχική στιγμή σε μια τελική δίνεται από το γινόμενο ενός τέτοιου τελεστή μεταξύ

της αρχικής στιγμής και μιας ενδιάμεσης και ενός ακόμη τέτοιου τελεστή μεταξύ

αυτής της ενδιάμεσης και της τελικής, ήτοι Û(tb, ta) = Û(tb, t)Û(t, ta) . Αυτή η

αποσύνθεση μπορεί να γίνει φυσικά όσες φορές θέλουμε, μετατρέποντας τον τελε-

στή σε ένα γινόμενο τελεστών μεταξύ διαφόρων χρονικών στιγμών. Μπορούμε να

επιλέξουμε τις χρονικές διαφορές μεταξύ των δυο χρονικών στιγμών κάθε τελεστή

να είναι ίσες για όλους, δηλαδή επιλέγουμε ένα χρονικό φετάρισμα όπου κάθε φέτα

έχει πάχος ε = tb−ta
N+1 όπου N + 1 είναι ο αριθμός των φετών, δηλαδή ο αριθμός

των τελεστών το γινόμενο των οποίων μας δίνει τον αρχικό τελεστή. Τότε:

〈xb(tb)|xa(ta)〉 = 〈xb| Û(tb, tN )...Û(tn, tn−1)...Û(t1, ta) |xa〉 , ta < tb. (3.2)

Εν συνεχεία εισάγουμε ανάμεσα σε κάθε ζεύγος τελεστών την ανάλυση της

ταυτότητας συναρτήσει των ιδιοκαταστάσεων του τελεστή της θέσης -όπως θα

δούμε οι βάσεις που θα μας απασχολήσουν μπορούν να αποδώσουν μια αντίστοιχη

ανάλυση της ταυτότητας:∫ ∞
−∞

dxn |xn〉 〈xn| = Î , n = 1, ..., N. (3.3)

Ο δείκτης n απλώς αριθμεί τις ταυτότητες αναλόγως του μεταξύ ποιων φετών

εισήχθησαν. Επομένως, τώρα το πλάτος μετατράπηκε σε ένα γινόμενο ολοκληρω-

μάτων:

〈xb(tb)|xa(ta)〉 =

N∏
n=1

∫ ∞
−∞

dxn

N+1∏
n=1

〈xn| Û(tn, tn−1) |xn−1〉 , (3.4)

όπου xb = xN+1, tb = tN+1, xa = x0, ta = t0, ενώ σύμφωνα με την εξίσωση

Schrödinger Û(tn, tn−1) = e−iεĤ(tn)/h̄
.

Ο τελεστής Hamiltonian είναι το άθροισμα του τελεστή κινητικής και του τελε-

στή δυναμικής ενέργειας. Εκμεταλλευόμενοι τον τύπο Baker-Campbell-Hausdorff

e−iε(T̂+V̂ )/h̄ = e−iεV̂ /h̄e−iεT̂ /h̄e−iε
2X̂/h̄2

, X̂ =
i

2
[V̂ , T̂ ] + ..., (3.5)
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όπου παραλείψαμε στην τελευταία έκφραση όρους ανάλογους του ε, και αν στα

παραπάνω κρατήσουμε μόνο όρους το πολύ μέχρι τάξης ε, μπορούμε να δούμε ότι

με την εισαγωγή άλλης μιας ταυτότητας προκύπτει

〈xn| e−iεĤ(tn)/h̄ |xn−1〉 =

∫ ∞
−∞

dx 〈xn| e−iεV̂ (tn)/h̄ |x〉 〈x| e−iεT̂ (tn)/h̄ |xn−1〉 .

(3.6)

Στο δεύτερο μέλος αυτής εισάγουμε και άλλη μια ταυτότητα, γραμμένη συναρτήσει

των ιδιοκαταστάσεων του τελεστή της ορμής αυτή τη φορά, οπότε γίνεται:

∫ ∞
−∞

dx 〈xn| e−iεV̂ (tn)/h̄ |x〉
∫ ∞
−∞

dpn
2πh̄

eipn(x−xn−1)e−iεT (pn,tn)/h̄
(3.7)

Επίσης για δυναμικά που εξαρτώνται μόνο από τον τελεστή θέσης

〈xn| e−iεV̂ (tn)/h̄ |x〉 = δ(xn − x)e−iεV (xn,tn)/h̄, (3.8)

οπότε

〈xn| e−iεĤ(tn)/h̄ |xn−1〉 =

∫ ∞
−∞

dpn
2πh̄

eipn(xn−xn−1)−iε(T (pn,tn+V (xn,tn))/h̄. (3.9)

Εισάγοντας αυτό το αποτέλεσμα στη (3.4), ανακτούμε τον τύπο του ολοκλη-

ρώματος διαδρομών του Feynman

〈xb(tb)|xa(ta)〉 =

N∏
n=1

∫ ∞
−∞

dxn

N+1∏
n=1

dpn
2πh̄

e
i
h (

∑N+1
n=1 pn(xn−xn−1)−εH(pn,xn,tn)).

(3.10)
Παρατηρούμε ότι υπάρχει πάντα ένα ολοκλήρωμα περισσότερο ως προς τις ορ-

μές απ΄ ό,τι ως προς τις θέσεις. Αυτό συμβαίνει λόγω του ότι οι συνοριακές

συνθήκες επιβάλλουν οι θέσεις την αρχική και την τελική χρονική στιγμή να ε-

ίναι συγκεκριμένες. ΄Ετσι, ολοκληρώνονται μόνο οι ενδιάμεσες θέσεις. Την ίδια

στιγμή, οι ταυτότητες ορμής εισάγονται ανάμεσα στις φέτες όπως φαίνεται από την

παραπάνω ανάλυση, οπότε καθεμιά απ΄ αυτές αντιστοιχεί σε ένα ζεύγος γειτονι-

κών φετών, άρα υπάρχει μία λιγότερη μεταβλητή ορμής σε σχέση με τις θέσεις.

Οπότε, αφού υπάρχουν δύο θέσεις που δεν ολοκληρώνονται, τελικά υπάρχει ένα

ολοκλήρωμα παραπάνω ως προς τις ορμές από ό,τι ως προς τις θέσεις.

Μένει να διακιολογήσουμε το γιατί αγνοήθηκαν οι όροι που είναι ανάλογοι του

ε2. Ο λόγος είναι ότι ενδιαφερόμαστε για το όριο των άπειρων φετών, δηλαδή για

το όριο ε→ 0. Σε αυτό το όριο μπορούμε να αξιοποιήσουμε τον τύπο του Trotter:

e−i(tb−ta)Ĥ/h̄ = lim
N→∞

(e−iεV̂ /h̄e−iεT̂ /h̄)N+1. (3.11)

Είναι ξεκάθαρο ότι αν στο αριστερό μέλος της (3.11) φετάρουμε το χρόνο και

χρησιμοποιήσουμε τον τύπο Baker-Campbell-Hausdorff, τότε στο όριο N → ∞
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ο όρος που είναι ανάλογος του ε2 δε θα συνεισφέρει. Να σημειώσουμε ότι οι

πραγματικές μαθηματικές συνθήκες που διασφαλίζουν την εγκυρότητα αυτού του

επιχειρήματος είναι εξαιρετικά τεχνικές για να αναλυθούν εδώ. Αρκούμαστε στο

να αναφέρουμε ότι ο τύπος του Trotter ισχύει για τελεστές που είναι κάτω φραγ-

μένοι, ωστόσο ακόμη κι όταν είναι έγκυρος δε μπορεί να χρησιμοποιηθεί πάντα για

να αποδώσει τη διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών (στη συνέχεια θα

αναφερόμαστε συχνά στη διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών και, αν

δε διευκρινίζουμε διαφορετικά, θα εννοούμε τον τύπο (3.10) που προκύπτει από

τη διαδικασία φεταρίσματος του χρόνου όπως αυτή περιγράφηκε παραπάνω). Αυ-

τό εκδηλώνεται ακόμη και σε σχετικά απλά φυσικά συστήματα που παρουσιάζουν

μεγάλο ενδιαφέρον. Για παράδειγμα, για το δυναμικό Coulomb έχει αποδειχτεί ότι

τύπος του Trotter είναι έγκυρος, ωστόσο η διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος

διαδρομών αποκλίνει ακόμη και στην περίπτωση των μόλις δύο φετών. Σ΄ αυτή την

περίπτωση έχουν βρεθεί μηχανισμοί ανάκτησης κάποιου άλλου αντίστοιχου τύπου.

Σε αυτή τη διατριβή θα ασχοληθούμε μόνο με περιπτώσεις συστημάτων όπου η δια-

κριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών προκύπτει χωρίς προβλήματα ακριβώς

όπως περιγράφηκε παραπάνω και δίνεται από τον τύπο (3.10).

Τώρα, είναι προφανές ότι στο όριο όπου ε → 0 ανακτάμε το συνεχές όριο.

Οπότε μπορούμε να γράψουμε τη συνεχή εκδοχή του ολοκληρώματος διαδρομών

〈xb(tb)|xa(ta)〉 =

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx
∫
Dp
2πh̄

e
i
h̄

∫ tb
ta
dt(p(t)ẋ(t)−H(p(t),x(t),t)). (3.12)

Το σύμβολο D στις ολοκληρώσεις χρησιμοποιείται για έναν σύντομο τρόπο γρα-

φής του μέτρου ολοκλήρωσης στο συνεχές όριο. Η σημασία του είναι προφανής:

υποδηλώνει ολοκλήρωση των μεταβλητών που αντιστοιχούν σε όλες τις χρονικές

στιγμές εντός του χρονικού διαστήματος που μας ενδιαφέρει -αφού είμαστε στο

συνεχές- πάνω σε όλες τις τιμές που μπορεί να πάρει καθεμιά απ΄ αυτές.

Τώρα πώς μπορούμε να ερμηνεύσουμε αυτό το αποτέλεσμα; Παρατηρούμε ότι

αυτό το ολοκλήρωμα που έχει εμφανιστεί μπορεί να κατανοηθεί ως το ολοκλήρωμα

πάνω σε όλες τις δυνατές ιστορικές εξελίξεις πάνω στις οποίες μπορεί το σύστημα

να διαδοθεί στο χρόνο. Το δε εκθετικό θυμίζει τον παράγοντα βάρους της στατι-

στικής μηχανικής, μόνο που ο εκθέτης είναι φανταστικός. Αυτό σημαίνει ότι στον

κβαντικό κόσμο κάθε ιστορική εξέλιξη δε ζυγίζεται με μια πιθανότητα, αλλά με

μια φάση! Αντιμετωπίζοντας λοιπόν το ολοκλήρωμα διαδρομών ως ένα άθροισμα

πάνω σε ιστορικές εξελίξεις, το πλάτος μετάβασης δεν είναι τίποτα άλλο παρά το

άθροισμα αυτών των φάσεων πάνω σε όλες τις πιθανές ιστορικές εξελίξεις που

οδηγούν το σύστημα από την αρχική κατάσταση στην τελική. Στη στατιστική μη-

χανική οι ποσότητες ενδιαφέροντος προκύπτουν από το άθροισμα των στατιστικών

βαρών-πιθανοτήτων πάνω σε όλες τις δυνατές διατάξεις. Στην κβαντική μηχανική

το βάρος αυτό μετατρέπεται σε φάση και οι διατάξεις σε ιστορικές πορείες. Πα-

ρατηρήστε πόσο φυσιολογικό είναι το άθροισμα πάνω σε ιστορικές πορείες για

ένα κβαντικό σύστημα. Κβαντικά, εαν δεν πραγματοποιηθεί μέτρηση δεν υπάρχει

τρόπος να γνωρίζουμε τίποτα για το σύστημα. Εδώ έχουμε την αρχική και την

τελικά κατάσταση να έχουν μετρηθεί, αλλά ενδιάμεσα δεν έχει γίνει καμία μέτρηση.
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Επομένως, το σύστημα θα μπορούσε να έχει κάνει τη μετάβαση με οποιοδήποτε

τρόπο -με κάποιον παράγοντα φάσης να συνοδεύει κάθε τέτοιο τρόπο.

Μια φυσική ποσότητα με την οποία θα ασχοληθούμε πολύ σ΄ αυτή τη δια-

τριβή είναι η λεγόμενη συνάρτηση επιμερισμού. Αυτή δίνεται από τον τύπο Z =

tr(T̂ e−i
∫ tb
ta
dtĤ/h̄), όπου T̂ είναι ο τελεστής χρονικής διάταξης. Εναλλακτικά,

μπορούμε να την υπολογίσουμε στην τοπική βάση, θέτοντας xb = xa και ολοκλη-

ρώνοντας και ως προς xa. Τότε είναι προφανές ότι

Z =

∫
pbc

Dx
∫
Dp
2πh̄

e
i
h̄

∫ tb
ta
dt(p(t)ẋ(t)−H(p(t),x(t),t))

(3.13)

Πέραν της χρησιμότητας αυτού του τύπου για υπολογισμούς, μπορούμε να τον

αξιοποιήσουμε για να κάνουμε μια καλύτερη σύνδεση της κβαντικής με την κλα-

σική μηχανική. Πράγματι, η ιδέα της ῾῾διαδρομής᾿᾿ όπως περιγράφηκε παραπάνω

μοιάζει κάπως αφύσικη, μιας και στην κβαντική μηχανική δεν υπάρχουν τροχι-

ές. Αντίθετα, εδώ η σύνδεση κλασικής και κβαντικής φυσικής εκδηλώνεται ξε-

κάθαρα αν θυμηθούμε και τη συνάρτηση επιμερισμού ενός κλασικού συστήματος.

Κλασικά, κάθε στοιχείο όγκου
dxdp
h του χώρου των φάσεων καταλαμβάνεται με

πιθανότητα e−E/kT . Η παραπάνω έκφραση της συνάρτησης επιμερισμού μας δε-

ίχνει την κβαντική επέκταση αυτού: κάθε στοιχείο όγκου στο ῾῾φασικό χώρο του

ολοκληρώματος διαδρομών᾿᾿ έρχεται με ένα εκθετικό, μόνο που ο εκθέτης είναι

φανταστικός, οπότε δεν έχουμε πιθανότητα αλλά φάση. Πράγματι, αυτή είναι μια

πιο φυσική ερμηνεία του ολοκληρώματος διαδρομών μιας και δεν γίνεται αναφορά

σε τροχιά, η οποία είναι έννοια χωρίς περιεχόμενο στον κβαντικό κόσμο.

Τώρα, παρατηρούμε το εξής: είναι T = p2

2m , οπότε τα ολοκληρώματα ως προς

τις ορμές στη διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών μπορούν να υπολο-

γιστούν εύκολα -είναι όλα Gaussian- αν το δυναμικό δεν εξαρτάται από την ορμή.

Αν γίνει αυτό, και περάσουμε εκ νέου στο συνεχές, καταλήγουμε στον τύπο

〈xb(tb)| e−i(tb−ta)Ĥ/h̄ |xa(ta)〉 = N
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dxe ih̄
∫ tb
ta
dt(m2 ẋ

2−V (x(t),t))
(3.14)

Παρατηρήστε ότι στο εκθετικό ολοκληρώνεται η Lagrangian, δηλαδή στο εκ-

θετικό βρίσκεται το συναρτησοειδές της δράσης. Σημειώνουμε ότι απορροφήσαμε

τις σταθερές που προέκυψαν από τις ολοκληρώσεις των ορμών στον παράγοντα

κανονικοποίησης N . Είναι γεγονός ότι αυτός ο παράγοντας, λόγω των ε στον

παρονομαστή του, αποκλίνει πολύ έντονα. Ωστόσο, ένας ενδελεχής υπολογισμός

μπορεί να δείξει ότι οι συνακόλουθες ολοκληρώσεις ως προς τις θέσεις θα εξουδε-

τερώσουν όλα τα προβλήματα αποδίδοντας ένα αποτέλεσμα που δεν αποκλίνει. Το

σημαντικό για τη μελέτη μας είναι να θυμόμαστε ότι αυτός ο παράγοντας προέκυψε

από ολοκλήρωση των ορμών. Αυτό σημαίνει ότι είναι παγκόσμιος, δηλαδή έχει να

κάνει μόνο με το συντελεστή που συνοδεύει τις ορμές, οπότε δεν εξαρτάται από το

δυναμικό! Αυτό είναι συγκλονιστικής σημασίας για να καταφέρουμε να κάνουμε

υπολογισμούς στο συνεχές όπως θα δούμε.
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Κλείνουμε αυτή την ενότητα με κάποιες επισημάνσεις σχετικά με την εικόνα

της κβαντικής μηχανικής που λαμβάνει κανείς από το ολοκλήρωμα διαδρομών. Ας

θυμηθούμε τη συμβατική κβαντομηχανική. Είναι προφανές ότι το πλάτος πιθα-

νότητας μπορεί να προκύψει από την επίλυση της εξίσωσης Schrödinger. Πράγ-

ματι, όταν είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε την κατάσταση του συστήματος κάθε

χρονική στιγμή, το μόνο που έχουμε να κάνουμε είναι να υπολογίσουμε ένα εσω-

τερικό γινόμενο με την αρχική κατάσταση. Επομένως, κατ΄ αρχήν το ολοκλήρωμα

διαδρομών δε φαίνεται να προσέφερε κάτι καινούριο. Αντιθέτως, θα μπορούσαμε

να πει κανείς ότι τα πράγματα έγιναν μάλλον πιο περίπλοκα, μιας και έχουμε επί

της ουσίας να υπολογίσουμε άπειρα ολοκληρώματα! Ωστόσο, δεν είναι ακριβώς

έτσι. Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η διαχείριση ενός κβαντικού συστήματος με το

συνήθη τρόπο είναι πολύ πιο περίπλοκη απ΄ ό,τι με τα ολοκληρώματα διαδρομών.

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, και πλέον θα πρέπει να είναι ξεκάθαρο με μια απλή μα-

τιά στη συνεχή έκδοσή του, το ολοκλήρωμα διαδρομών είναι όσο πιο κοντά γίνεται

στην ῾῾κλασική᾿᾿ περιγραφή ενός κβαντικού συστήματος. Πράγματι, για πρώτη φο-

ρά, έχουμε μια κβαντική θεωρία χωρίς τελεστές. Αυτό μπορεί να μη φαίνεται και

τόσο σημαντικό, ωστόσο σε πληθώρα προβλημάτων η περιγραφή με τελεστές απο-

τυγχάνει ή γίνεται πολύ στρυφνή λόγω του ότι στους τελεστές η διάταξη έχει πολύ

μεγάλη σημασία, εν αντιθέσει με τις συναρτήσεις. Επίσης καταφέραμε να βάλουμε

στο φορμαλισμό την ποσότητα της δράσης. ΄Ομως, ξέρουμε πολύ καλά από την

αναλυτική μηχανική ότι η δράση παρέχει ένα πολύ βολικό εργαλείο για να περι-

γράψουμε διακυμάνσεις -θυμηθείτε την τροχιά που την καθιστά στάσιμη και την

ανάπτυξη γύρω από αυτή. Επομένως έχουμε ένα εργαλείο που θα μπορέσει να πε-

ριγράψει με άμεσο τρόπο κβαντικές διακυμάνσεις, κάτι που είναι ζωτικής σημασίας

σε θεωρίες πεδίου. Ακόμη, επιτρέπει νέες προσεγγίσεις σε περίπλοκα συστήμα-

τα. Το επιμύθιο εδώ δεν είναι ότι το ολοκλήρωμα διαδρομών έδωσε κάτι απόλυτα

καινούριο: για την ακρίβεια, έχει αποδειχτεί η ισοδυναμία του με την προσέγγιση

Schrödinger. Αυτό που πρέπει να κρατήσουμε εδώ είναι ότι έχουμε μια περιγραφή

του συστήματος η οποία είναι για πρώτη φορά παγκόσμια -εφόσον λαμβάνονται

υπ΄ όψιν όλες οι ιστορικές εξελίξεις. Ο απώτερος στόχος είναι να καταφέρουμε να

βρούμε όλες τις ιδιότητες του συστήματος με αυτό το νέο φορμαλισμό.

3.3 Συνάρτηση επιμερισμού για τον απλό αρ-

μονικό ταλαντωτή

Η βιβλιογραφία είναι γεμάτη με συγκεκριμένα παραδείγματα στα οποία χρησιμο-

ποιούνται τα ολοκληρώματα διαδρομών για την εξαγωγή χρήσιμων φυσικών ποσο-

τήτων. Η αντιμετώπιση ενος ολοκληρώματος διαδρομών και οι προεκτάσεις όπου

οδηγούν οι υπολογισμοί που υπεισέρχονται σ΄ αυτό είναι ένα πολύ μεγάλο κεφάλαιο,

ακόμη κι όταν αντιμετωπίζουμε την απλούστερη των περιπτώσεων, το ελεύθερο

σωμάτιο. Θα επιλέξουμε να μην αναλωθούμε σ΄ αυτές. Αντ΄ αυτού, θα παρουσι-

άσουμε ένα πολύ συγκεκριμένο παράδειγμα, το οποίο είναι εμβληματικής σημασίας

για τη συνέχεια της διατριβής, τον αρμονικό ταλαντωτή. Η χρησιμότητά του είναι

υπεράνω πάσης αμφιβολίας, οι εφαρμογές του στη φυσική αναρίθμητες και άρα είναι
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εξαιρετικά ουσιώδες να μελετηθεί από τη σκοπιά του ολοκληρώματος διαδρομών.

Στόχος μας είναι να βρούμε τη συνάρτηση επιμερισμού ενός τέτοιου συστήματος,

χρησιμοποιώντας τον ορισμό της μέσω του ολοκληρώματος διαδρομών.

Η συνάρτηση επιμερισμού μπορεί να υπολογιστεί τόσο στο διακριτό όσο και

στο συνεχές όριο, χρησιμοποιώντας την αντίστοιχη εκδοχή του ολοκληρώματος

διαδρομών. ΄Ενα μεγάλο μέρος της παρούσας διατριβής επικεντρώνεται στον υπο-

λογισμό τέτοιων ολοκληρωμάτων στο συνεχές, μιας και αυτά παρουσιάζουν κάποια

προβλήματα, τα οποία θα αναλυθούν παρακάτω. Επομένως, εδώ θα υπολογίσουμε

το ολοκλήρωμα διαδρομών στο συνεχές.

Ξεκινάμε από την ποσότητα 〈xb| e−i
∫ tb
ta
dtĤ/h̄ |xa〉 (θεωρούμε τις παραμέτρους

του συστήματος χρονοανεξάρτητες). Θέτουμε tb − ta = T , ώστε να μας αφορά

μόνο η χρονική διάρκεια και όχι οι ακριβείς χρονικές στιγμές. Επομένως έχουμε

〈xb| e−iT Ĥ/h̄ |xa〉 = N
∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dxe ih̄
∫ T
0
dt(m2 ẋ

2−V (x(t),t)), (3.15)

όπου V (x(t), t) = mω2

2 x2
.

Προχωρούμε θέτοντας x(t) = xcl(t) + η(t) στη δράση, δηλαδή χωρίσαμε τη

μεταβλητή στην κλασική λύση -είναι η λύση που καθιστά το συναρτησοειδές της

δράσης στάσιμο- και στις διακυμάνσεις γύρω από αυτή. Το δε ολοκλήρωμα διαδρο-

μών προφανέστατα πλέον γίνεται ως προς τις διακυμάνσεις, αφού η κλασική λύση

είναι συγκεκριμένη. Η κλασική λύση είναι πολύ εύκολο να βρεθεί. Η εξίσωση

Euler-Lagrange δίνει

ẍcl + ω2xcl = 0, (3.16)

ενώ επιβάλλουμε σε αυτή τις συνοριακές συνθήκες (το οποίο σημαίνει ότι η συνο-

ριακή συνθήκη για τη διακύμανση είναι να μηδενίζεται την αρχική και την τελική

στιγμή). ΄Ετσι, πολύ εύκολα μπορούμε να βρούμε την κλασική λύση

xcl(t) =
xbsinωt+ xasinω(T − t)

sinωT
. (3.17)

Τώρα, εισάγοντας τη (3.17) στην (3.15), μπορούμε να γράψουμε

〈xb| e−iT Ĥ/h̄ |xa〉 = N
∫
η(0)=η(T )=0

Dηe im2h̄
∫ T
0
dt(ẋ2

cl+2ẋclη̇+η̇2−ω2x2
cl−2ω2xclη−ω2η2).

(3.18)

Παρατηρούμε ότι ο δεύτερος όρος του ολοκληρώματος μπορεί να ολοκληρωθεί κατά

παράγοντες και να συνδυαστεί με τον πέμπτο όρο του ολοκληρώματος δίνοντας

λόγω της (3.16) 0. Επομένως οι συνεισφορές από την κλασική λύση και από τις

διακυμάνσεις απεμπλάκησαν εντελώς -όλοι οι όροι της ολοκληρωτέας αφορούν είτε

μόνο την κλασική λύση είτε μόνο τις διακυμάνσεις.

Ο όρος που αφορά την κλασική δράση είναι προφανές ότι μπορεί να γραφτεί

ως e
im
2h̄

∫ T
0
dt(ẋ2

cl−ω
2x2
cl). ΄Ομως η κλασική λύση είναι γνωστή, οπότε μπορεί να
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αντικατασταθεί. Τα δε ολοκληρώματα είναι πολύ εύκολο να υπολογιστούν. Η

συνεισφορά επομένως στο πλάτος που προέρχεται από την κλασική δράση θα είναι

Acl = e
imω

2h̄sinωT [(x2
b+x

2
a)cosωT−2xaxb]. (3.19)

Μένει να υπολογιστεί η συνεισφορά των διακυμάνσεων:

Aη =

∫
η(0)=η(T )=0

Dηe im2h̄
∫ T
0
dt(η̇2−ω2η2). (3.20)

Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες τον πρώτο όρο στο εκθετικό, αυτή μετατρέπε-

ται στην

Aη =

∫
η(0)=η(T )=0

Dηe im2h̄
∫ T
0
dtη(−∂2

t−ω
2)η. (3.21)

Αν στον εκθέτη δεν είχαμε ολοκλήρωμα αλλά άθροισμα είναι προφανές ότι θα έπρε-

πε να υπολογίσουμε απλώς μια ορίζουσα, εκείνη του τελεστή −∂2
t − ω2, διότι το

ολοκλήρωμα τότε θα ήταν Gaussian οπότε το αποτέλεσμα θα ήταν

√
π

Det(−∂2
t−ω2)

.

Κι εδώ το ίδιο θα συμβεί, με την επισήμανση ότι οι ορίζουσες στο συνεχές δεν

είναι τόσο απλό να γραφούν. Πράγματι, αυτή η ορίζουσα στο συνεχές αποκλίνει.

Αυτό που μπορούμε ωστόσο να ορίζουμε στο συνεχές, είναι πηλίκα οριζουσών.

Συνήθως για αυτό το σκοπό χρησιμοποιείται το ελεύθερο σωμάτιο. Οι λεπτο-

μέρειες σχετικά με αυτό το θέμα δε μας απασχολούν εδώ και μπορούν να βρεθούν

στην βιβλιογραφία. Αρκούμαστε στο να επισημάνουμε ότι η ορίζουσα αυτή χωρίς

να ρεγουλαριστεί από την αντίστοιχη του ελευθέρου σωματίου θα αποκλίνει. Αντ΄

αυτού η ορίζουσα
Det(−∂2

t−ω
2)

Det(−∂2
t )

, είναι καλά ορισμένη και μπορεί να υπολογιστεί.

Για να βρούμε τις ιδιοτιμές που μας ενδιαφέρουν πρέπει να κάνουμε το μετασχη-

ματισμό Fourier. Πράγματι, η σύνδεση με τη διακριτή έκδοση υποδεικνύει ότι στο

διακριτό θα έχουμε ένα πλέγμα, όπου όντως οι ιδιοσυχνότητες είναι οι ποσότητες

ενδιαφέροντος και μπορούν να βρεθούν από το μετασχηματισμό Fourier

η(t) =

∫ ∞
−∞

η(ω′)e−iω
′tdω′. (3.22)

Για να μην υπάρχει σύγχυση μεταξύ της συχνότητας του απλού αρμονικού τα-

λαντωτή και της ιδιοσυχνότητας που υπάρχει στην ανάλυση Fourier, για τη δε-

ύτερη χρησιμοποιούμε τονούμενο σύμβολο. Η συνοριακή συνθήκη η(0) = 0 υ-

ποδεικνύει ότι στην πραγματικότητα αντί για εκθετικό πρέπει εδώ να χρησιμο-

ποιηθεί ημίτονο, ενώ μπορεί και η ολοκλήρωση να περιοριστεί στις θετικές ιδιο-

συχνότητες (
∫∞
−∞ η(ω′)sinω′tdω′ =

∫ 0

−∞ η(ω′)sinω′tdω′ +
∫∞

0
η(ω′)sinω′tdω′ =∫∞

0
(η(ω′) + η(−ω′))sinω′tdω′, οπότε απλά δίνουμε άλλο όνομα στο συντελεστή

Fourier). Η δε συνοριακή συνθήκη η(T ) = 0 δεσμεύει ακόμα περισσότερο τις

ιδιοσυχνότητες στις τιμές ω′ = πm
T , m = 1, 2, .... Από τη μορφή του μετασχηματι-

σμού Fourier είναι προφανές ότι −∂2
t x = ω′2x, δηλαδή οι ιδιοτιμές του τελεστή που

ψάχνουμε είναι τα τετράγωνα των ιδιοσυχνοτήτων. ΄Αρα η ποσότητα που ψάχνουμε

είναι ίση με
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Det(−∂2
t − ω2)

Det(−∂2
t )

=
∏ ω′2 − ω2

ω′2
=

∞∏
n=1

[1− (
ωT

πn
)2] =

sinωT
ωT

. (3.23)

Παρατηρήστε πόσο απαραίτητο ήταν το ρεγουλάρισμα με το ελεύθερο σωμάτιο:

χωρίς αυτό, το αποτέλεσμα θα ήταν Det(−∂2
t − ω2) =

∏∞
n=1[(πnT )2 − ω2], , το

οποίο ξεκάθαρα αποκλίνει. Βέβαια, λαμβάνοντας υπ΄ όψιν και τον παράγοντα κα-

νονικοποίησης το συνολικό αποτέλεσμα δεν αποκλίνει απαραίτητα -δεν είναι καλά

ορισμένο. Το ρεγουλάρισμα, όμως, επιτρέπει την πραγματοποίηση του υπολογι-

σμού.

Τώρα μπορούμε να συγκεντρώσουμε τα παραπάνω και να συμπεράνουμε ότι

〈xb| e−i
∫ T
0
dtĤ/h̄ |xa〉 = N ′

√
ωT

sinωT
e

imω
2h̄sinωT [(x2

a+x2
b)cosωT−2xaxb]. (3.24)

Οι παράγοντες
√
π που επιφέρουν τα Gaussian ολοκληρώματα υπάρχουν και στον

αριθμητή και στον παρανομαστή στο πηλίκο των οριζουσών, οπότε απλοποιούνται.

Το μόνο που μένει είναι να υπολογίσουμε με κάποιο τρόπο τη σταθερά κανονικο-

ποίησης, η οποία πήρε νέα τιμή λόγω του ρεγουλαρίσματος με την ορίζουσα του

ελεύθερου σωματίου, αλλά βέβαια παραμένει ανεξάρτητη του ακριβούς δυναμικού.

Θα εκμεταλευτούμε το ότι είναι παγκόσμια και δεν εξαρτάται από το δυναμικό.

΄Ετσι, θα επιλέξουμε να τη βρούμε από το απλούστερο δυνατό πρόβλημα: εκείνο

του ελεύθερου σωματίου. Η λογική μας θα είναι να επαναλάβουμε την παραπάνω

διαδικασία για το ελεύθερο σωμάτιο και να αντιπαραβάλλουμε το αποτέλεσμα με

εκείνο που προκύπτει από τη διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών. Η

διαδικασία επίλυσης αυτού του προβλήματος στο διακριτό υπάρχει στη βιβλιογρα-

φία και δε θα την επαναλάβουμε εδώ, μιας και σ΄ αυτή τη διατριβή ενδιαφερόμαστε

κυρίως για τη συνεχή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών. Το αποτέλεσμα που

προκύπτει λοιπόν από τη διακριτή έκδοση είναι

〈xb| e−iT Ĥ/h̄ |xa〉free =

√
m

2πih̄T
e
im
2h̄

(xb−xa)2

T . (3.25)

Τώρα ας δουμε τι δίνει ο υπολογισμός στο συνεχές. Είναι προφανές ότι η

κλασική λύση τότε θα είναι xcl = xa + xb−xa
T t, επομένως η κλασική συνεισφορά

στο ολοκλήρωμα διαδρομών είναι ακριβώς το εκθετικό που υπάρχει στον τύπο που

προκύπτει από το διακριτό, e
im
2h̄

(xb−xa)2

T . Η δε συνεισφορά από τις διακυμάνσεις

είναι απλώς μονάδα, διότι είναι το πηλίκο δύο ακριβώς ίδιων οριζουσών, μιας και

έχουμε να ρεγουλάρουμε το ελεύθερο σωμάτιο με τον εαυτό του. Επομένως με

αντιπαραβολή των δύο αποτελεσμάτων προκύπτει

N ′ =

√
m

2πih̄T
. (3.26)

΄Αρα, το πλάτος μετάβασης για τον αρμονικό ταλαντωτή είναι
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〈xb| e−iT Ĥ/h̄ |xa〉 =

√
m

2πih̄T

√
ωT

sinωT
e

imω
2h̄sinωT [(x2

a+x2
b)cosωT−2xaxb] (3.27)

ή

〈xb| e−iT Ĥ/h̄ |xa〉 =

√
mω

2πih̄sinωT
e

imω
2h̄sinωT [(x2

a+x2
b)cosωT−2xaxb]. (3.28)

Η συνέχεια είναι πολύ εύκολη. Για τη συνάρτηση επιμερισμού, θέτουμε xa =
xb και ολοκληρώνουμε και ως προς αυτή τη μεταβλητή. Το ολοκλήρωμα είναι

Gaussian με φανταστικό εκθέτη και αρνητικό φανταστικό μέρος, οπότε εύκολα

λαμβάνουμε το αποτέλεσμα

Z =

√
mω

2πih̄sinωT

∫ ∞
−∞

dxae
2imω

2h̄sinωT (cosωT−1)x2
a =

1

2isinωT2
. (3.29)

Αυτό το αποτέλεσμα μπορεί να ελεγχθεί πολύ εύκολα. Από τη συμβατική

κβαντομηχανική γνωρίζουμε τις ιδιοτιμές-ενέργειες του αρμονικού ταλαντωτή. Αν

θυμηθούμε τη συνάρτηση επιμερισμού γραμμένη μέσω του ίχνους, είναι κατανοητό

ότι μια εναλλακτική, ισοδύναμη γραφή της είναι

Z =

∞∑
n=0

e−iTEn/h̄ =

∞∑
n=0

e−iTω(n+ 1
2 ) = e

−iωT
2

1

1− e−iωT
=

1

2isinωT2
. (3.30)

΄Αρα, συνάγουμε ότι τα δύο αποτελέσματα συμφωνούν. Αυτό είναι μια πρώτη

σοβαρή ένδειξη ότι το ολοκλήρωμα διαδρομών είναι πράγματι καλά ορισμένο και

αποτελεί ένα δόκιμο και συνεπή τρόπο υπολογισμού ποσοτήτων. ΄Ομως, όπως θα

δούμε στη συνέχεια τα πράγματα δεν είναι πάντα έτσι. Για την ακρίβεια, το ολο-

κλήρωμα διαδρομών χρειάζεται πάρα πολύ προσοχή όταν δουλεύουμε στο συνεχές.

Θα το αναλύσουμε στη συνέχεια περισσότερο, αλλά προς το παρόν επισημαίνουμε

μια ιδιαιτερότητα της παραπάνω ανάλυσης: η Hamiltonian από την οποία ξεκίνησαν

οι υπολογισμοί μας είναι γραμμένη υπό όρους θέσης και ορμής. Αν γραφτεί υπό

όρους άλλων μεταβλητών, όπως θα δείξουμε, τα πράγματα δεν είναι τόσο απλά: η

συνάρτηση επιμερισμού δε βγαίνει σωστή αν ακολουθήσουμε τα εύλογα βήματα.

΄Ενα μέρος της διατριβής αυτής ασχολείται ακριβώς με αυτή την υπόθεση: με

τις προϋποθέσεις και τους κανόνες υπό τους οποίους το ολοκλήρωμα διαδρομών

στο συνεχές είναι καλά ορισμένο και δίνει τα σωστά αποτελέσματα.
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Κεφάλαιο 4

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΤΟΝ

ΠΑΡΑΔΕΙΣΟ

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε σε μια σειρά από ενοχλητικές ασυνέπειες που

εμφανίζονται στο ολοκλήρωμα διαδρομών, όταν αντιμετωπιστεί με κάποιον τρόπο

διαφορετικό απ΄ αυτόν που εξηγήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο -παρακάτω θα

γίνει σαφές το τι ακριβώς εννοούμε με αυτό. Επισημαίνουμε από τώρα πως όταν

δουλεύουμε με τη διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών δεν υπάρχει

κανένα πρόβλημα και τα αποτελέσματα είναι πάντα τα αναμενόμενα. Ωστόσο, οι

υπολογισμοί στο διακριτό ακόμη και για απλά συστήματα, όπως το ελεύθερο σω-

μάτιο ή ο αρμονικός ταλαντωτής, είναι εξαιρετικά μακροσκελείς και συχνά άβολοι

ή εντελώς αδύνατοι -πράγμα εύλογο μιας και επί της ουσίας έχουμε να υπολο-

γίσουμε άπειρα ολοκληρώματα, οπότε η μόνη ελπίδα είναι οι αντίστοιχοι όροι να

απεμπλέκονται, που δε συμβαίνει ποτέ, ή να καταφέρουμε να βρούμε έναν ανα-

δρομικό τύπο, που δε συμβαίνει συχνά, κι αυτό μόνο αν έχουμε τετραγωνικές

συναρτήσεις ώστε τα ολοκληρώματα να είναι Gaussian, μιας και σε διαφορετική

περίπτωση δεν έχουμε κάποια γενική μέθοδο για να επιλύσουμε τα ολοκληρώματα.

Αντίθετα, στο συνεχές υπάρχουν μαθηματικά εργαλεία που επιταχύνουν κατά πο-

λύ τους υπολογισμούς, όπως είδαμε και στην εύρεση της συνάρτησης επιμερισμού

του απλού αρμονικού ταλαντωτή. Επομένως είναι ευκταίο να μπορούμε να κάνουμε

υπολογισμούς στο συνεχές με συνέπεια.

Παρακάτω θα δείξουμε ότι συχνά αυτή η προσπάθεια οδηγεί σε αντιφάσεις

[23], [24], [38], [39], [40]. Επιπλέον, σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε

σε κάποιες μεθόδους αντιμετώπισης των αντιφάσεων που εμφανίζονται, ενώ θα

εξηγήσουμε και την ανάγκη της εύρεσης μιας πιο θεμελιωμένης μεθόδου, την

οποία θα προτείνουμε στο επόμενο κεφάλαιο.

΄Ομως πριν απ΄ αυτό θα δώσουμε κάποιες εισαγωγικές επισημάνσεις για μια

βάση καταστάσεων ιδιαιτέρως χρήσιμη στη φυσική, η χρήση της οποίας θα ανα-

δείξει τα προαναφερθέντα προβλήματα. Πρόκειται για τη βάση των συνοχικών

καταστάσεων[41], [44], [58].

29
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4.1 Συνοχικές καταστάσεις

Θα ξεκινήσουμε με τη φυσική σημασία των συνοχικών καταστάσεων: είναι εκε-

ίνες οι καταστάσεις οι οποίες προσεγγίζουν δυναμικά όσο καλύτερα γίνεται τις

καταστάσεις του κλασικού αρμονικού ταλαντωτή -δηλαδή μιμούνται όσο καλύτερα

γίνεται τη συμπεριφορά ενός κλασικού ταλαντωτή. Οι εφαρμογές τους ποικίλουν

και είναι εξαιρετικά χρήσιμες σε πολλούς κλάδους της φυσικής και των μαθηματι-

κών, όπως η επεξεργασία σημάτων, η κβαντική οπτική, η κβάντωση κλπ.

Μαθηματικώς, ως συνοχική κατάσταση ορίζεται η ιδιοκατάσταση του τελεστή

καταστροφής, δηλαδή η ιδιοκατάσταση που ικανοποιεί τη σχέση

â |z〉 = z |z〉 . (4.1)

Ο τελεστής â δεν είναι ερμητιανός, το οποίο σημαίνει ότι η ιδιοτιμή του είναι

εν γένει μιγαδικός αριθμός. Ο παραπάνω τύπος φυσικώς σημαίνει ότι η κατάσταση

που προκύπτει από την καταστροφή ενός σωματιδίου (ή ύπο την καταστροφή μιας

πεδιακής διέγερσης, αν αναφερόμαστε σε πεδία) είναι ανάλογη της αρχικής.

Για να καταλάβουμε γιατί αυτές οι καταστάσεις είναι όντως οι καταστάσεις που

είναι όσο πλησιέστερες γίνεται σε κλασικές, πρέπει να αναρωτηθούμε τι σημαίνει

αυτό μαθηματικώς. Τι διαχωρίζει μια κβαντική κατάσταση από μια κλασική; ΄Ε-

να μέγεθος που είναι θεμελιώδες είναι η αβεβαιότητα όπως εκφράζεται από την

αντίστοιχη αρχή του Heisenberg. Πράγματι, κλασικά οι τροχιές είναι καθορι-

σμένες, οπότε δεν υπάρχει καμία αβεβαιότητα. ΄Αρα, όταν λέμε ότι μια κατάσταση

είναι όσο πλησιέστερα γίνεται σε μια κλασική, θα εννοούμε ότι έχει την ελάχι-

στη αβεβαιότητα, δηλαδή ότι αντιστοιχεί στην κατάσταση που κάνει την αρχή της

απροσδιοριστίας ισότητα (προφανώς δε μπορούμε ποτέ να περιμένουμε μηδενική

αβεβαιότητα για μια κβαντική κατάσταση).

Τώρα θυμίζουμε τους ορισμούς των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής

για απλό αρμονικό ταλαντωτή:

â =

√
mω

2h̄
x̂+

i√
2mωh̄

p̂, (4.2)

â† =

√
mω

2h̄
x̂− i√

2mωh̄
p̂. (4.3)

Η δε σχέση μετάθεσής τους είναι

[â, â†] = 1, (4.4)

ενώ η σχέση â |z〉 = z |z〉 συνεπάγεται ότι z∗ 〈z| = 〈z| a†.
Από τις παραπάνω μπορούμε να υπολογίσουμε τις αβεβαιότητες (∆x)2 =

〈
x̂2
〉
−

〈x̂〉2, (∆p)2 =
〈
p̂2
〉
− 〈p̂〉2 για τις συνοχικές καταστάσεις:

(∆x)2 =
h̄

2mω
, (4.5)

(∆p)2 =
h̄mω

2
. (4.6)
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Επομένως

(∆x)2(∆p)2 =
h̄2

4
, (4.7)

δηλαδή είναι όντως καταστάσεις ελάχιστης αβεβαιότητας. Σημειώνουμε ότι έχουμε

θεωρήσει τις συνοχικές καταστάσεις κανονικοποιημένες στη μονάδα.

Προχωρούμε σε κάποιες πολύ σημαντικές εκφράσεις και ιδιότητες των συνο-

χικών καταστάσεων. Είναι εξαιρετικά βολικό να τις εκφράζουμε ως γραμμικό

συνδυασμό των καταστάσεων με συγκεκριμένο αριθμό σωματιδίων (ή διεγέρσε-

ων). Αυτές είναι οι ιδιοκαταστάσεις του αριθμητικού τελεστή N̂ = â†â. Η δράση

των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής επάνω σε αυτές είναι:

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (4.8)

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 . (4.9)

΄Οπως εξηγήσαμε ο τελεστής καταστροφής εξαφανίζει ένα σωματίδιο από την κα-

τάσταση στην οποία δρα, επομένως εύλογα επιλέγεται ως κενό της θεωρίας η

κατάσταση που δεν έχει καθόλου σωματίδια:

â |0〉 = 0. (4.10)

Γράφοντας τη συνοχική κατάσταση στη βάση των ιδιοκαταστάσεων του αριθμη-

τικού τελεστή |z〉 =
∑∞
n=0 cn |n〉, και απαιτώντας αυτή να είναι ιδιοκατάσταση

του τελεστή καταστροφής, λαμβάνουμε την αναδρομική σχέση cn+1 = cn
z√
n+1

, η
οποία υποδεικνύει για τους συντελεστές τη μορφή

cn = C
zn√
n!
, (4.11)

όπου C μια συνολική σταθερά που θα βρεθεί από την κανονικοποίηση. Πράγματι,

απαιτώντας η νόρμα της συνοχικής κατάστασης να είναι ίση με τη μονάδα και

λαμβάνοντας υπ΄ όψιν το ότι οι καταστάσεις συγκεκριμένου αριθμού σωματιδίων

σχηματίζουν ορθοκανονική βάση, λαμβάνουμε τη σταθερά C = e−|z|
2/2, και άρα

η συνοχική κατάσταση γράφεται

|z〉 = e−|z|
2/2

∞∑
n=0

zn√
n!
|n〉 = e−|z|

2/2ezâ
†
|0〉 , (4.12)

όπου στην τελευταία ισότητα παρατηρήσαμε μια εναλλακτική γραφή της έκφρασης

που βρήκαμε. ΄Εχοντας ανά χείρας αυτή την έκφραση είναι σχεδόν τετριμμένο

να δείξουμε μια σειρά από βασικές ιδιότητες των συνοχικών καταστάσεων. Εδώ

απλώς τις καταγράφουμε, διότι η απόδειξή τους είναι πολύ απλή με χρήση της

έκφρασης που μόλις βρήκαμε.

Η πρώτη -και πολύ σημαντική- είναι ότι δύο συνοχικές καταστάσεις δεν είναι

ορθογώνιες. Πράγματι

〈z1|z2〉 = ez
∗
1z2−

|z1|
2+|z2|

2

2 . (4.13)
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Παραπάνω, επίσης, είδαμε ότι είναι πολύ σημαντικό μια βάση να δίνει ανάλυση

της ταυτότητας για να μπορεί να αξιοποιηθεί σε ολοκληρώματα διαδρομών. Ευτυ-

χώς, οι συνοχικές καταστάσεις έχουν αυτή την ιδιότητα:∫
d2z

π
|z〉 〈z| = Î , (4.14)

όπου d2z = d(Rez)d(Imz). Αυτές οι δύο ιδιότητες σημαίνουν ότι η βάση των

συνοχικών καταστάσεων δεν είναι πλήρης, αλλά υπερπλήρης. Επίσης 〈z|â|z〉 = z,
το οποίο σημαίνει ότι το z μπορεί να ερμηνευτεί ως η μέση τίμη του τελεστή

καταστροφής στη συνοχική κατάσταση |z〉 . Παρομοίως, το z∗ ερμηνεύεται ως η

μέση τιμή του τελεστή δημιουργίας στη συνοχική κατάσταση |z〉.
Τέλος,

〈z| B̂ |z′〉 = e−
|z|2+|z′|2

2

∞∑
n,m=0

z∗nz′m√
n!m!

〈n| B̂ |m〉 , (4.15)

και κατ΄ επέκταση

tr(B̂) =

∫
d2z

π
〈z| B̂ |z〉 . (4.16)

Αυτή η ενότητα μας παρέχει όλα τα εργαλεία που χρειαζόμαστε για να προ-

χωρήσουμε στην κυρίως ανάλυση των προβλημάτων που προκύπτουν στα ολοκλη-

ρώματα διαδρομών όταν γράφονται συναρτήσει αυτής της βάσης.

4.2 Ολοκλήρωμα διαδρομών με συνοχικές κα-

ταστάσεις

Ας θυμηθούμε τη λογική πορεία που μας οδήγησε στη διακριτή και στη συνεχή

έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών. Εκεί, αυτό που κάναμε ήταν το χρονικό

φετάρισμα -στην ουσία ένας διαχωρισμός του χρόνου σε ίσα κομμάτια ορισμένου

πάχους- και στη συνέχεια η εισαγωγή της ταυτότητας μεταξύ των φετών. Στο

προηγούμενο κεφάλαιο η ταυτότητα που εισάγαμε ήταν αναλυμένη σε ιδιοκατα-

στάσεις του τελεστή της θέσης -και αργότερα εισάγαμε πάλι ταυτότητες αναλυ-

μένες σε ιδιοκαταστάσεις του τελεστή ορμής. Ο λόγος ήταν φυσικά ότι η Hamil-
tonian ήταν γραμμένη συναρτήσει της θέσης και της ορμής.

Εύλογα μπορεί κανείς να αναρωτηθεί τι θα συνέβαινε αν γράφαμε τη Hamilto-
nian συναρτήσει τελεστών δημιουργίας και καταστροφής. Αυτό είναι βέβαια πάντα

εφικτό αφού οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής είναι απλώς γραμμικοί συν-

δυασμοί εκείνων της θέσης και της ορμής. Σ΄ αυτή την περίπτωση, αφού όλα είναι

γραμμένα υπό όρους τελεστών δημιουργίας και καταστροφής θα μας ενδιαφέρει το

πλάτος μετάβασης από μια συνοχική κατάσταση σε μια άλλη, δηλαδή το

〈zb| e−i
∫ T
0
dtĤ/h̄ |za〉 . (4.17)
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Λόγω της δομής που έχει η ταυτότητα αν αναλυθεί στις συνοχικές καταστάσεις,

εδώ η διαδικασία εισαγωγής ταυτοτήτων θα αποδειχθεί πιο απλή. Πράγματι, αφού

κάνουμε το φετάρισμα σε φέτες ίσου πάχους, τότε εισάγουμε ανάμεσα στις φέτες

ταυτότητες. ΄Ετσι:

〈zb| e−
i
h̄

∫ T
0
dtĤ |za〉 =

N∏
n=1

dz∗dz

2πi

N+1∏
n=1

〈zn| e−
ε
h̄ Ĥ |zn−1〉 (4.18)

και za = z0, z
∗
N+1 = z∗b , ε = T

N+1 .

Εν συνεχεία αναπτύσσουμε το εκθετικό μέχρι πρώτη τάξη ως προς ε και

γράφουμε

〈zn| e−
ε
h̄ Ĥ |zn−1〉 = 〈zn|zn−1〉 − i

ε

h̄
〈zn| Ĥ |zn−1〉 (4.19)

ή

〈zn| e−
ε
h̄ Ĥ |zn−1〉 = 〈zn|zn−1〉 (1− i

ε

h̄

〈zn| Ĥ |zn−1〉
〈zn|zn−1〉

). (4.20)

Ο παράγοντας έξω από την παρένθεση είναι εσωτερικό γινόμενο μεταξύ δυο

συνοχικών καταστάσεων, οπότε είναι γνωστός από την (4.13) και ίσος με

e−|zn|
2/2−zn|2/2+z∗nzn−1 = e−

1
2 [z∗n(zn−zn−1)−(z∗n−z

∗
n−1)zn−1], (4.21)

ενώ θα ονομάσουμε
〈zn|Ĥ|zn−1〉
〈zn|zn−1〉 = Hn. Πλέον μπορούμε και πάλι να προσεγγίσου-

με όλον τον παράγοντα μέσα στην παρένθεση ως εκθετικό, και καταλήγουμε

〈zb| e−i
∫ T
0
dtĤ/h̄ |za〉 =

N∏
n=1

(dz∗dz
2πi

)
e
−

∑N+1
n=1

[
1
2 [z∗n(zn−zn−1)−(z∗n−z

∗
n−1)zn−1]+i εh̄Hn

]
.

(4.22)

Αυτή είναι η διακριτή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών συναρτήσει μιγαδι-

κών μεταβλητών, όπως προέκυψαν από τις συνοχικές καταστάσεις. Επισημαίνουμε

ότι η επίλυση ενός τέτοιου ολοκληρώματος είναι πάντα συνεπής και βγάζει τα σω-

στά αποτελέσματα. Ωστόσο, όπως είπαμε η συνεχής έκδοση παρέχει μια σειρά από

πλεονεκτήματα, οπότε είναι εύλογο να προσπαθήσουμε να τη βρούμε. Πράγματι,

παίρνοντας το όριο του άπειρου αριθμού φετών -ή μηδενικού πάχους τους- εύκολα

καταλήγουμε στη:

〈zb| e−i
∫ T
0
dtĤ/h̄ |za〉′ = e

z∗b z(T )+z∗(0)za−|za|2−|zb|
2

2

∫ z∗(T )=z∗b

z(0)=za

D2ze−
∫ T
0
dt[ z

∗ż−ż∗z
2 + i

h̄H(z,z∗)].

(4.23)

Αυτή είναι η συνεχής έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών, όπου για συντο-

μία απορροφήθηκαν στα μέτρα ολοκλήρωσης και οι παράγοντες 2πi του παρονομα-

στή. Παρατηρήστε τα εξής δύο πολύ σημαντικά στοιχεία: πρώτον, ο πρώτος όρος

της ολοκληρωτέας στον εκθέτη είναι ο κινητικός όρος. Η προέλευσή του είναι
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το εσωτερικό γινόμενο μεταξύ δυο συνοχικών καταστάσεων, οπότε δεν εξαρτάται

από τη δυναμική, πράγμα απολύτως αναμενόμενο για ένα κινητικό όρο. Δεύτερον,

ο δεύτερος όρος της ολοκληρωτέας είναι το συνεχές όριο της ποσότητας που ο-

ρίσαμε ως Hn, δηλαδή H(z, z∗) =
〈
z|Ĥ|z

〉
. Εκεί περικλείεται όλη η δυναμική του

προβλήματος.

4.3 Ο απλός αρμονικός ταλαντωτής με συνο-

χικές καταστάσεις

Ας δούμε τώρα το απλό παράδειγμα του αρμονικού ταλαντωτή. Θα προσπαθήσουμε

να βρούμε εκ νέου τη συνάρτηση επιμερισμού χρησιμοποιώντας τη συνεχή έκδοση

του ολοκληρώματος διαδρομών που μόλις βρήκαμε. Είναι ευνόητο ότι θα πρέπει να

βρούμε την ίδια συνάρτηση επιμερισμού, είτε ο υπολογισμός γίνει με τις συνοχικές,

είτε με τις ιδιοκαταστάσεις θέσης-ορμής, είτε με τις ενέργειες.

Η Hamiltonian του ταλαντωτή γραμμένη υπό όρους τελεστών δημιουργίας και

καταστροφής μπορεί να βρεθεί εύκολα ότι είναι ίση με

Ĥ = h̄ω(â†â+
1

2
), (4.24)

ενώ το ολοκλήρωμα διαδρομών που μας ενδιαφέρει, γραμμένο στο συνεχές, γίνεται

(η Hamiltonian είναι χρονοανεξάρτητη)

〈zb| e−iT Ĥ/h̄ |za〉′ = e
z∗b z(T )+z∗(0)za−|za|2−|zb|

2

2

∫ z∗(T )=z∗b

z(0)=za

D2ze−
∫ T
0
dt[ z

∗ż−ż∗z
2 +iω(|z|2+ 1

2 )].

(4.25)

Ο όρος έξω από το ολοκλήρωμα καλείται επιφανειακός όρος διότι προέκυψε από

τον κινητικό όρο γραμμένο στα σύνορα -την αρχική και την τελική στιγμή. Από

την παραπάνω μπορούμε πολύ εύκολα να λάβουμε και τη συνάρτηση επιμερισμού:

Z ′ =

∫
pbc

D2ze−
∫ T
0
dt[ z

∗ż−ż∗z
2 +iω(|z|2+ 1

2 )]. (4.26)

Είναι πάρα πολύ εύκολο να δούμε όμως ότι αυτό το αποτέλεσμα δεν είναι σωστό.

Πράγματι, όπως είδαμε, η σωστή συνάρτηση επιμερισμού γραμμένη συναρτήσει

θέσης και ορμής είναι:

Z =

∫
Dp
2πh̄

∫
pbc

Dxe
∫ T
0

dt
h̄ (ipẋ−i( p

2

2m+mω2

2 x2)). (4.27)

Με την κανονική αλλαγή μεταβλητών:

z =

√
mω

2h̄
x+

i√
2mωh̄

p, (4.28)

z∗ =

√
mω

2h̄
x− i√

2mωh̄
p, (4.29)
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αυτή γίνεται

Z =

∫
pbc

D2ze−
∫ T
0
dt( z

∗ż−ż∗z
2 +iω|z|2)

(4.30)

(όπου και πάλι απορροφήθηκε στο μέτρο ολοκλήρωσης ο παράγοντας 2πi του

παρονομαστή). Η παραπάνω αλλαγή μεταβλητών είναι ένας κανονικός μετασχη-

ματισμός και επειδή το ολοκλήρωμα διαδρομών οφείλει να είναι αναλλοίωτο υπό

τέτοιους μετασχηματισμούς, βγάζουμε το συμπέρασμα ότι οι συναρτήσεις επιμε-

ρισμού (4.27) και (4.30) πρέπει να είναι ίσες. Επομένως καταλαβαίνουμε ότι το

σύμβολο H που πρέπει να εισέλθει στο ολοκλήρωμα διαδρομών για τη Hamilto-
nian Ĥ = h̄ω(â†â + 1

2 ) είναι το H = h̄ω|z|2, μιας και αυτό υπαγορεύεται από

την ανάγκη αναλλοιώτητας υπό κανονικούς μετασχηματισμούς. Με άλλα λόγια, η

(4.26) δίνει σαν αποτέλεσμα την πραγματική συνάρτηση επιμερισμού επί μία φάση,

Z ′ = e−iωT/2Z, δηλαδή ένα αποτέλεσμα ασυνεπές.

Την ίδια στιγμή, απαιτούμε η έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών στο συ-

νεχές να μην εξαρτάται από τη διαδικασία διακριτοποίησης και άρα, για λόγους

συνέπειας, η διακριτή του έκδοση να είναι μονοσήμαντα ορισμένη και αυτή. Αυ-

τό μπορεί εκ πρώτης όψεως να φαίνεται τετριμμένο, ωστόσο παρακάτω, όταν θα

μιλήσουμε για φερμιονικά ολοκληρώματα διαδρομών, θα δείξουμε ότι δυο διαφορε-

τικές διαδικασίες διακριτοποίησης αποδίδουν διαφορετικά αποτελέσματα. Η διαδι-

κασία θα μπορούσε να επαναληφθεί εντελώς ανάλογα και εδώ, απλά στη φερμιονική

περίπτωση είναι πιο εύκολοι οι υπολογισμοί, οπότε αποφασίσαμε να παραθέσουμε

τη μαθηματική απόδειξη εκεί. Απαιτώντας, λοιπόν, τα αποτελέσματα σε συνεχές

και διακριτό να είναι συνεπή μεταξύ τους και επίσης αναλλοιώτητα υπό κανονικούς

μετασχηματισμούς για κάθε φέτα, επιλέγουμε τη συμμετροποιημένη εκδοχή του

διακριτού, |z|2 ↔ |zn|2. Φυσικώς αυτό σημαίνει να πλησιάζουμε μια χρονική στιγ-

μή ισοδύναμα και από τις μικρότερες και από τις μεγαλύτερες από αυτήν στιγμές.

Πράγματι, μόνο και μόνο με τη συμμετροποιημένη εκδοχή εξασφαλίζουμε ότι η

κάθε φέτα είναι αναλλοίωτη υπό κανονικούς μετασχηματισμούς. ΄Ετσι, αν έχουμε

οποιαδήποτε ελπίδα το ολοκλήρωμα διαδρομών να αναπαραστήσει κλασική φυσική,

αναγκαστικά η διακριτή έκδοσή του πρέπει να είναι η συμμετροποιημένη.

Σημείωνεται, τέλος, ότι συχνά χρησιμοποιείται η στροφή Wick η οποιά δεν

είναι τίποτα παραπάνω από μια αλλαγή μεταβλητής β = it
h̄ . Για ευνόητους λόγους

πολλές φορές αυτή η στροφή αναφέρεται ως προσέγγιση φανταστικού χρόνου. Η

χρησιμότητά της είναι ότι συνδέει την κβαντική μηχανική με τη στατιστική φυσι-

κή με έναν πολύ προφανή τρόπο, ενώ φυσικά αν θέλουμε να επανέλθουμε στον

πραγματικό χρόνο, το μόνο που έχουμε να κάνουμε είναι στο τέλος να χρησιμοποι-

ήσουμε εκ νέου τον παραπάνω ορισμού του χρόνου. Παρατηρήστε επίσης ότι μια

τέτοια στροφή είναι σε θέση να ανάγει ένα πρόβλημα στο χώρο Minkowski σε ένα

πρόβλημα στον Ευκλείδειο χώρο και αντίστροφα, αφού η μετρική του πρώτου έχει

ένα πρόσημο μείον στο τετράγωνο της χρονικής μεταβλητής. Αλλιώς, μετατρέπει

μια χωρική συντεταγμένη σε χρονική, προσφέροντας την ευκαιρία να ανάγεται ένα

στατικό πρόβλημα σε δυναμικό σε ένα χώρο μιας διάστασης λιγότερης απ΄ τον αρ-

χικό.
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4.4 Μια πρόταση διόρθωσης

Επισημαίνουμε τα καίρια σημεία της προηγούμενης ενότητας: επιλέξαμε μια πο-

λύ συγκεκριμένη διαδικασία διαχείρισης του διακριτού -την εισαγωγή ταυτοτήτων

μεταξύ των φετών- και από εκεί οδηγηθήκαμε στην έκφραση του ολοκληρώματος

διαδρομών στο συνεχές. Ωστόσο, είδαμε ότι τότε το αποτέλεσμα για τη συνάρ-

τηση επιμερισμού δεν είναι το σωστό. Από την άλλη, γραμμένο υπό όρους θέσης

και ορμής, το ολοκλήρωμα δεν παρουσιάζει ευαισθησία στη διαδικασία διακριτοπο-

ίησης και δίνει συνεπή αποτελέσματα. Θα δούμε αργότερα ότι αυτό οφείλεται στην

ορθοκανονικότητα των αντίστοιχων βάσεων. Επίσης, δείξαμε στο προηγούμενο

κεφάλαιο ότι σε αυτή την περίπτωση λαμβάνουμε το σωστό αποτέλεσμα για τη

συνάρτηση επιμερισμού, υπολογισμένη απευθείας στο συνεχές. Αυτό το αποτέλε-

σμα θα πρέπει να παραμένει ίδιο αν κάνουμε κανονικούς μετασχηματισμούς. ΄Ετσι,

κάνοντας στη συνεχή έκδοση του ολοκληρώματος διαδρομών τον κανονικό μετα-

σχηματισμό που το εκφράζει υπό όρους μιγαδικών μεταβλητών, καταλαβαίνουμε

ακριβώς ποια πρέπει να είναι η μορφή του κλασικού συμβόλου της Hamiltonian
στο συνεχές για τον αρμονικό ταλαντωτή. Από αυτή εξάγουμε και τη διακρι-

τή μορφή του, απαιτώντας αναλλοιώτητα υπό κανονικούς μετασχηματισμούς για

κάθε φέτα. Δηλαδή, η διακριτή μορφή είναι άμεσα συνδεδεμένη με το ποια είναι

η συνεχής, η οποία με τη σειρά της υπαγορεύεται από την ανάγκη της αναλλοι-

ώτητας υπό κανονικούς μετασχηματισμούς. Αυτό μας φιξάρει τη διακριτή έκδοση

στη συμμετροποιημένη της μορφή, και αυτό από εδώ και μπρος θα το θεωρούμε

δεδομένο.

Επομένως, για το αρμονικό ταλαντωτή βγάζουμε το συμπέρασμα ότι η Hamil-
tonian Ĥ = h̄ω(â†â + 1

2 ) αντιστοιχεί στο σύμβολο H = h̄ω|z|2 στη συνεχή

έκδοση.

Το εμβληματικό ερώτημα είναι γιατί συμβαίνει αυτό αλλά και πώς θεραπεύεται η

ασυνέπεια που συναντήσαμε στην προηγούμενη ενότητα. Το επιχείρημα της αναλ-

λοιώτητας υπό κανονικούς μετασχηματισμούς είναι μεν ισχυρό, αλλά είναι ισχυρό

καθαρά απο φυσικής απόψεως. Επίσης ας μην ξεχνάμε ότι γνωρίζαμε εκ των προ-

τέρων το σωστό αποτέλεσμα, οπότε κάναμε όλες τις θεωρήσεις προκειμένου να

μπορέσουμε να το αναπαράγουμε. Αλλά τι συμβαίνει όταν οι Hamiltonians που

έχουμε είναι πιο περίπλοκες από την απλή του αρμονικού ταλαντωτή; Τότε ενδεχο-

μένως το αποτέλεσμα της συνάρτησης επιμερισμού να μην είναι εκ των προτέρων

γνωστό, ή να μη το ψάχνουμε καν -το πλάτος μετάβασης είναι πολλές φορές πιο

χρήσιμο, ίσως να αναζητείται αυτό. ΄Ετσι μπαίνουμε εδώ σε τροχιά αναζήτησης

μιας μεθόδου η οποία θα μπορεί να μας δώσει το κλασικό σύμβολο που εισέρχεται

στη δράση της συνεχούς έκδοσης του ολοκληρώματος διαδρομών, για μια κβα-

ντική Hamiltonian γραμμένη συναρτήσει τελεστών δημιουργίας και καταστροφής.

Επιλέγουμε κανονικά διατεταγμένες Hamiltonians λόγω του ότι οι συνοχικές κα-

ταστάσεις είναι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή καταστροφής (κανονική διάταξη ση-

μαίνει σε κάθε όρο να είναι γραμμένοι αριστερά όλοι οι τελεστές δημιουργίας και

δεξιά όλοι οι τελεστές καταστροφής). Εννοείται ότι λόγω της σχέσης μετάθεσης

μπορούμε να διατάξουμε κανονικά οποιονδήποτε όρο.

Οι Κορδάς, Μυστακίδης και Καρανίκας [16] πρότειναν μια συνταγή διαχείρι-

σης αυτού του προβλήματος. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια Hamiltonian γραμ-
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μένη συναρτήσει τελεστών δημιουργίας και καταστροφής, κανονικά διατεταγμένη.

Το πρώτο βήμα είναι να χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό αυτών των τελεστών για

να γράψουμε τη Hamiltonian συναρτήσει τελεστών θέσης και ορμής. Κατόπιν

γράφουμε το κλασικό σύμβολο στη δράση απλώς αντικαθιστώντας τους τελεστές

θέσης και ορμής με κλασικές μεταβλητές. Τώρα το ολοκλήρωμα διαδρομών ε-

ίναι γραμμένο συναρτήσει κλασικής θέσης και κλασικής ορμής. Τέλος, με τον

κανονικό μετασχηματισμό (4.28), (4.29) το γράφουμε συναρτήσει των μιγαδικών

μεταβλητών μια εκ των οποιών είναι ιδιοτιμή του τελεστή καταστροφής και η άλλη

είναι η συζυγής της. Σχηματικά:

Ĥ(â†, â)→ Ĥ(x̂, p̂)→ H(x, p)→ H(z, z∗). (4.31)

Ας δούμε τι δίνει αυτή η συνταγή για το πλάτος μετάβασης και για τη συνάρ-

τηση επιμερισμού για τον αρμονικό ταλαντωτή. Ας υποθέσουμε ότι μας δίνεται η

Hamiltonian Ĥ = h̄ω(â†â+ 1
2 ). Η παραπάνω συνταγή δίνει:

Ĥ(â†, â) = h̄ω(â†â+
1

2
)→ Ĥ(x̂, p̂) =

p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2 →

H(x, p) =
p2

2m
+
mω2

2
x2 → H(z∗, z) = h̄ωz∗z. (4.32)

Επομένως όντως, μας δίνει το σύμβολο που θέλουμε. Το πλάτος μετάβασης είναι

〈zb| e−iT Ĥ/h̄ |za〉 = e
2z∗b zae

−iωT−|za|2−|zb|
2

2 e−
iωT

2 , (4.33)

ενώ η συνάρτηση επιμερισμού γίνεται

Z =
e−

iωT
2

1− e−iωT
. (4.34)

Και τα δύο αποτελέσματα έχουν αναπαραχθεί με άλλες μεθόδους και είναι τα σω-

στά.

Εν συνεχεία θα προσπαθήσουμε να ελέγξουμε αυτή τη μέθοδο για ένα πιο

σύνθετο σύστημα, τη Hamiltonian Bose-Hubbard. Η Hamiltonian αυτού του

συστήματος είναι:

Ĥ = −µâ†â+ Uâ†â(â†â− 1). (4.35)

Εδώ µ είναι το χημικό δυναμικό και U η ισχύς της αλληλεπίδρασης μεταξύ των

σωματιδίων. Επειδή â†â = n̂, ο αριθμητικός τελεστής, η συνάρτηση επιμερισμού

μπορεί εύκολα να βρεθεί από τον ορισμό της με τις ενέργειες

Z =

∞∑
n=0

e−
iT
h̄ (−µn+Un(n−1)). (4.36)
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Θα χρησιμοποιήσουμε την παραπάνω συνταγή, προσπαθώντας να αναπαράγουμε

το αποτέλεσμα αυτό με χρήση του ολοκληρώματος διαδρομών στο συνεχές.

Η Hamiltonian αυτή μετατρέπεται σε κανονικά διατεταγμένη εύκολα: Ĥ =
µâ†â+Uâ†2â2. Κατόπιν ακολουθούμε τη συνταγή για να δούμε τι σύμβολο πρέπει

να βάλουμε στο ολοκλήρωμα διαδρομών:

Ĥ = −µâ†â+Uâ†2â2 → Ĥ = −µ+2U
2h̄ω ( p̂

2

m +mω2x̂2)+ U
4(h̄ω)2 ( p̂

2

m +mω2x̂2)2 +
µ
2 + 3U

4 → H = −µ+2U
2h̄ω (p

2

m +mω2x2) + U
4(h̄ω)2 (p

2

m +mω2x2)2 + µ
2 + 3U

4 →

→ H = −(µ+ 2U)|z|2 + U |z|4 +
µ

2
+

3U

4
. (4.37)

Το δε ολοκλήρωμα διαδρομών στο συνεχές για τη συνάρτηση επιμερισμού γίνεται:

Z = e−
iT
h̄ (µ2 + 3U

4 )

∫
periodic

D2ze−
∫ T
0
dt( z

∗ż−ż∗z
2 − i

h̄ (µ+2U)|z|2+ iU
h̄ |z|

4). (4.38)

Για την επίλυση αυτού του ολοκληρώματος θα χρειαστεί ο λεγόμενος μετασχη-

ματισμός Hubbard-Stratonovich, [54], [55] ο οποίος περιλαμβάνει την εισαγωγή

βοηθητικών πεδίων μέσω των ταυτοτήτων:∫
Dζδ[ζ − |z|2] = 1, (4.39)

∫
Dσe− i

h̄

∫ T
0
dtσ(ζ−|z|2) = δ[ζ − |z|2]. (4.40)

Εισάγοντας αυτές τις δύο ταυτότητες το ολοκλήρωμα διαδρομών γίνεται:

Z = e−
iT
h̄ (µ2 + 3U

4 )

∫
Dζ
∫
Dσe−i

∫ T
0
dtσζ+ i

h̄

∫ T
0

[(µ+2U)ζ−Uζ2]Λ, (4.41)

όπου

Λ =

∫
per

D2ze−
∫ T
0
dt( z

∗ż−ż∗z
2 −iσ|z|2). (4.42)

΄Ομως το τελευταίο ολοκλήρωμα διαδρομών (4.42) είναι ακριβώς η συνάρτη-

ση επιμερισμού για έναν αρμονικό ταλαντωτή, ο οποίος έχει συχνότητα −σ. Θα

μπορούσαμε να αντιγράψουμε λοιπόν το αποτέλεσμα που βρήκαμε παραπάνω α-

ντικαθιστώντας αυτή τη συχνότητα. Υπάρχει μόνο μια μικρή λαπτομέρεια που

πρέπει να λάβουμε υπ΄ όψιν: σ είναι το βοηθητικό πεδίο που εισάγαμε, οπότε είναι

χρονοεξαρτώμενο. Επομένως μας ενδιαφέρει η συνάρτηση επιμερισμού αρμονικού

ταλαντωτή με χρονοεξαρτώμενη συχνότητα. Είναι πολύ εύκολο να δούμε ότι σ΄

αυτή την περίπτωση ωT →
∫ T

0
dtω, οπότε το αποτέλεσμα του τελευταίου ολοκλη-

ρώματος διαδρομών είναι
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Λ =
e
i
2

∫ T
0
dtσ

1− ei
∫ T
0
dtσ

=

∞∑
n=0

ei(n+ 1
2 )

∫ T
0
dtσ. (4.43)

Αυτό είναι το πλεονέκτημα του μετασχηματισμού Hubbard-Stratonovich: μας

επιτρέπει να ανάγουμε κάποια μεγάλη δύναμη ενός πεδίου -με την οποία δε μπορεί

να υπολογιστεί το αντίστοιχο ολοκλήρωμα διαδρομών- σε κάποια μικρότερη -με

την οποία μπορεί να υπολογιστεί. Πράγματι, η συνάρτηση επιμερισμού γίνεται:

Z = e−
iT
h̄ (µ2 + 3U

4 )
∞∑
n=0

∫
Dζe ih̄

∫ T
0
dt[(µ+2U)ζ−Uζ2]Dσe−i

∫ T
0
dtσ(ζ−n− 1

2 ). (4.44)

Το ολοκλήρωμα διαδρομών ως προς σ τώρα, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα

(4.40), ισούται με δ[ζ − n − 1
2 ], οπότε μπορούμε να υπολογίσουμε και το ολο-

κλήρωμα διαδρομών ως προς ζ:

Z = e−
iT
h̄ (µ2 + 3U

4 )
∞∑
n=0

∫
Dζe ih̄

∫ T
0
dt[(µ+2U)ζ−Uζ2]δ[ζ − n− 1

2
], (4.45)

άρα

Z = e−
iT
h̄ (µ2 + 3U

4 )
∞∑
n=0

e
iT
h̄ [(µ+2U)(n+ 1

2 )−U(n+ 1
2 )2] =

∞∑
n=0

e−
iT
h̄ (−µn+Un(n−1)),

(4.46)

που είναι πράγματι η σωστή συνάρτηση επιμερισμού.

Η μέθοδος αυτή λοιπόν φαίνεται να μπορεί να δουλέψει για τη Hamiltonian
του απλού αρμονικού ταλαντωτή και για εκείνη του μοντέλου Bose-Hubbard. Ε-

πομένως φαίνεται ότι είμαστε σε θέση να αντιμετωπίσουμε επιτυχώς τα ολοκλη-

ρώματα διαδρομών που αφορούν αυτά τα δύο συστήματα. Ωστόσο τα όρια της

δυνατότητας εφαρμογής της μεθόδου αυτής δεν είναι καθόλου ξεκάθαρα [8], [35].

Για την ακρίβεια, δεν υπάρχει κάποιος πραγματικά καλός λόγος να πιστεύουμε ότι

η μέθοδος αυτή είναι γενικότερης ισχύος και μπορεί να δώσει τα σωστά αποτε-

λέσματα για οποιοδήποτε σύστημα. Αλλά ακόμη και να είναι, υπάρχει κάτι άλλο

που προκαλεί προβληματισμό για αυτή τη μέθοδο και αυτό είναι που στην πραγμα-

τικότητα μας οδήγησε στην αναζήτηση κάποιας άλλης: η μέθοδος αυτή είναι δεν

είναι παρά μια παράκαμψη. ΄Οπως έγινε κατανοητό από τα παραπάνω, όταν έχουμε

μια Hamiltonian γραμμένη συναρτήσει τελεστών δημιουργίας και καταστροφής,

δεν υπάρχει κάποιος καλά θεμελιωμένος τρόπος για να αποφασίσουμε ποιο είναι

το σύμβολο που πρέπει να βάλουμε στη δράση της συνεχούς έκδοσης του ολοκλη-

ρώματος διαδρομών. Αντίθετα, για Hamiltonians γραμμένες υπό όρους θέσεων

και ορμών -τουλάχιστον για τις μικρές τάξεις που δουλέψαμε ως τώρα- η απλή

λογική της αντικατάστασης τελεστών με συναρτήσεις έχει φανεί ότι δουλεύει. ΄Α-

παξ και γίνει αυτό, προφανώς μπορούν να επιλεχθούν οποιεσδήποτε μεταβλητές



40 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΤΟΝ ΠΑΡΑΔΕΙΣΟ

για να γίνουν οι υπολογισμοί στο ολοκλήρωμα. ΄Ετσι, μπορούν να επιλεχθούν οι

μιγαδικές μεταβλητές, όπως κάναμε παραπάνω.

΄Ομως αυτή η διαδικασία δε μας δίνει απαντήσεις περί του για ποιο λόγο δε δου-

λεύει η απλή λογική που παρουσιάσαμε στο δεύτερο κεφάλαιο. Για ποιο λόγο όταν

δουλεύουμε με συνοχικές καταστάσεις τα αποτελέσματά μας είναι τόσο ευαίσθη-

τα στη διαδικασία που ακολουθήσαμε για το φετάρισμα ενώ όταν δουλεύουμε με

καταστάσεις θέσης και ορμής δεν είναι; Επίσης πώς μπορεί κανείς να περάσει από

το επίπεδο των τελεστών σε εκείνο των συναρτήσεων απευθείας, παρακάμπτωντας

το διακριτό -μιας και όπως είδαμε κατά τη μετάβαση από το διακριτό στο συνεχές

εμφανίζονται εν γένει προβλήματα- ακόμη κι αν οι ποσότητές μας είναι γραμμένες

υπό όρους τελεστών δημιουργίας και καταστροφής; Και τέλος σε ποιες ακριβώς

περιπτώσεις μπορεί κανείς να κάνει κάτι τέτοιο;

Σε αυτά τα ερωτήματα θα προσπαθήσουμε να απαντήσουμε στο επόμενο κε-

φάλαιο, όπου θα θεμελιώσουμε μια νέα θεώρηση, σχετικά με την ανταπόκριση

κβαντικών τελεστών και συναρτήσεων που πρέπει να τοποθετηθούν στη δράση

ενός ολοκληρώματος διαδρομών, με τρόπο ώστε τα αποτελέσματά μας να είναι

σωστά είτε δουλεύουμε με τελεστές θέσης και ορμής, είτε με δημιουργίας και

καταστροφής.



Κεφάλαιο 5

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ

ΚΒΑΝΤΩΣΗ

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα προσπαθήσουμε να ξεδιαλύνουμε τις ασυνέπειες που επι-

σημάναμε στο προηγούμενο, ξεκινώντας από ένα πιο θεμελιώδες επίπεδο, από μα-

θηματικής απόψεως. Θα πρέπει να έχει γίνει πια σαφές ότι το σκεπτικό της απλής

αντικατάστασης τελεστών από συναρτήσεις δεν είναι ούτε καλά δικαιολογημένο

ούτε οδηγεί πάντα σε σωστά αποτελέσματα. Πράγματι, αυτή η ιδέα είχε εξετα-

στεί από τα πρώτα χρόνια της γέννησης της κβαντικής μηχανικής, αλλά σύντομα

φάνηκε ότι κάτι τέτοιο δεν είναι εν γένει εφικτό.

Το σημείο-κλειδί είναι φυσικά ότι οι τελεστές και οι κλασικές συναρτήσεις

είναι μαθηματικώς πολύ διαφορετικά αντικείμενα, ενώ και οι δομές πάνω στις ο-

ποίες εκδηλώνονται είναι εκ θεμελίων διαφορετικές, και άρα οποιαδήποτε απόπειρα

σύνδεσής τους θα πρέπει να γίνεται με τεράστια προσοχή. Φυσικά αυτό είναι μια

υπόθεση που αφορά άμεσα το ολοκλήρωμα διαδρομών στο συνεχές. ΄Οντως, αφού

ξεκινάμε από μια κβαντική Hamiltonian και αναζητούμε ένα κλασικό σύμβολο-

συνάρτηση για να βάλουμε στη δράση του ολοκληρώματος διαδρομών, πρέπει να

κάνουμε ακριβώς αυτό: να βρούμε δηλαδή μια συνταγή ανταπόκρισης τελεστών και

συναρτήσεων. Επισημαίνουμε και πάλι ότι στο διακριτό, οποιαδήποτε διαδικασία

φεταρίσματος κι αν επιλεχθεί, το αποτέλεσμα είναι σωστό, πράγμα που σημαίνει

ότι τα προβλήματα ξεκινούν από τη μετάβαση στο συνεχές. Η δε ευαισθησία που

έχει στη διαδικασία διακριτοποίησης το αποτέλεσμα στο συνεχές, υποδεικνύει ότι

πρέπει να ψάξουμε μια μέθοδο που δε θα περνά από το διακριτό αλλά θα δίνει απευ-

θείας την κλασική συνάρτηση που αντιστοιχεί στο συνεχές. Επισημαίνουμε ότι ο

κινητικός όρος προέρχεται από το εσωτερικό γινόμενο γειτονικών καταστάσεων,

ανεξαρτήτως της διαδικασίας φεταρίσματος, οπότε η μορφή του εξαρτάται μόνο από

την επιλογή της βάσης.

41
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5.1 Κβάντωση με ημιμορφές

Σε αυτή την ενότητα θα συναντήσουμε μαθηματικές ορολογίες που είναι ιδιατέρως

τεχνικές. Εδώ δε θα αναλωθούμε στους ακριβείς μαθηματικούς ορισμούς των

εννοιών που θα συναντάμε -άλλωστε αυτοί υπάρχουν στη βιβλιογραφία. Αντ΄ αυτού

θα δίνουμε μια πολύ αδρή περιγραφή του περιεχομένου τους, προσπαθώντας να

παραμένουμε όσο πιο φυσικά διαισθητικοί γίνεται.

΄Οπως είπαμε το αντικείμενο αναζήτησης είναι ένας μηχανισμός σύνδεσης τε-

λεστών και συναρτήσεων. Η υποβόσκουσα δομή των τελεστών της κβαντικής

μηχανικής είναι ένας χώρος Hilbert (ένας αφηρημένος διανυσματικός χώρος που

διαθέτει την πράξη του εσωτερικού γινομένου), ενώ εκείνη των κλασικών συναρ-

τήσεων μια πολλαπλότητα (ένας τοπολογικός χώρος που αν ζουμάρουμε σε κάποιο

σημείο του θα δούμε Ευκλείδειο χώρο). Η γεωμετρική κβάντωση είναι μια διαδικα-

σία όπου δοθείσας μιας διαφορίσιμης πολλαπλότητας βρίσκουμε τη δομή κάποιου

χώρου Hilbert που κατασκευάζεται επάνω στην πολλαπλότητα.

Ο χώρος Hilbert θεωρείται ότι στήνεται από τομείς ενός μιγαδικού γραμμι-

κού δέματος με σύνδεση το συμπλεκτικό δυναμικό. Το γραμμικό δέμα είναι ένα

αντικείμενο που προκύπτει διαλέγοντας ένα μιγαδικό, μονοδιάστατο διανυσματικό

χώρο σε κάθε σημείο μιας τοπολογικής πολλαπλότητας με συνεχή τρόπο. Τομέας

είναι το αντίστροφο ενός μορφισμού (ενός χάρτη από ένα μαθηματικό χώρο σε

έναν άλλο ίδιου τύπου που διατηρεί τη δομή του). Οι τομείς τοπικά ταυτίζονται με

συναρτήσεις. Η σύνδεση είναι ένα μέσο για να ορίζεται με συνέπεια η παράλληλη

μετατόπιση σε μια πολλαπλότητα.

Με τη γεωμετρική κβάντωση [47], [48], [50] -την οποία θα δούμε αναλυτικά

σύντομα- είναι γνωστό ότι αυτή η λογική δεν αποδίδει πραγματικές, μη αναγω-

γίσιμες αναπαραστάσεις της κβαντομηχανικής. Αυτό το πρόβλημα παρακάμπτεται

ορίζοντας το χώρο Hilbert ως το σετ που στήνεται από τανυστικά γινόμενα των

τομέων που αναφέρθηκαν με τομείς του δέματος ημιμορφών -οι δεύτεροι συμπερι-

φέρονται τοπικά ως τετραγωνικές ρίζες 2-μορφών. Με αυτό τον τρόπο κατασκευ-

άζονται επιτυχώς χώροι Hilbert, που αντιστοιχούν σε μη αναγωγίσιμες αναπα-

ραστάσεις της κβαντομηχανικής, από πραγματικές πολλαπλότητες. Σημειώνουμε

ότι όπως υποδηλώνει και το όνομα, η γεωμετρική κβάντωση ξεκινά από κλασικές

συναρτήσεις και αποδίδει τελεστές, ενώ εμείς ζητάμε το αντίστροφο. Αυτή η αντι-

στροφή θα περιγραφεί παρακάτω. Επίσης σημειώνουμε εδώ, ότι απ΄ όσο ξέρουμε,

ποτέ οι ιδέες της γεωμετρικής κβάντωσης δεν έχουν αξιοποιηθεί για να επιλύσουν

τις ασυνέπειες του ολοκληρώματος διαδρομών και αυτή είναι η πρώτη απόπειρα για

κάτι τέτοιο.

Σε αντίθεση με τις πραγματικές πολλαπλότητες, στις μιγαδικές πολλαπλότητες

η γεωμετρική κβάντωση αποδίδει μη αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις της κβαντο-

μηχανικής. Εμείς, απαιτώντας η κβαντομηχανική που κατασκευάζεται να είναι μη

αναγωγίσιμη ανεξαρτήτως του αν η πολλαπλότητα εκφράζεται συναρτήσει πραγ-

ματικών ή μιγαδικών συντεταγμένων, θα ασχοληθούμε με την κβάντωση με η-

μιμορφές. Εδώ είναι προφανές ότι η πολλαπλότητα είναι ο χώρος που ζουν οι

κλασικές συναρτήσεις, άρα και η κλασική Hamiltonian, οπότε είναι απλά ο χώρος

των φάσεων. Συνήθως ως κυματοσυναρτήσεις ορίζονται οι ολομορφικά πολωμένοι

μιγαδικοί γραμμικοί τομείς. Ολομορφική πόλωση σημαίνει φυσικώς ότι διαλέγουμε



5.1. ΚΒΑΝΤΩΣΗ ΜΕ ΗΜΙΜΟΡΦΕΣ 43

τομείς που έχουν εξάρτηση μόνο από κάποιο μιγαδικό και όχι από το συζυγή του,

και μαθηματικώς αυτό αποδίδεται από την απαίτηση η συναλλοίωτη παράγωγος ως

προς το συζυγή μιγαδικό να είναι 0 (η συναλλοίωτη παράγωγος είναι μια επέκταση

της κατευθυνόμενης παραγώγου σε πολλαπλότητες):

Dz∗Φ(z, z∗) = 0⇒ (
∂

∂z∗
+ iAz∗)Φ(z, z∗) = 0. (5.1)

Η επίλυση αυτής δίνει Φ(z, z∗) = φ(z)e−
Y (z,z∗)

2 , με το πρόσημο της σύνδεσης

τέτοιο ώστε Re(Y )→∞ για |z| → ∞.

Τότε ορίζεται το εσωτερικό γινόμενο

(Φ1,Φ2) = k

∫
φ∗1(z∗)φ2(z)e−Y µ(z), (5.2)

όπου k είναι μια σταθερά κανονικοποίησης και µ(z) είναι το μέτρο ολοκλήρωσης.

Με τη διόρθωση ημιμορφής οι κυματοσυναρτήσεις και ο ορισμός του εσωτερι-

κου γινομένου μετατρέπονται αντίστοιχα στα:

Φ(z, z∗) = φ(z)e−
Y (z,z∗)

2

√
dz, (5.3)

(Φ1,Φ2) = k

∫ ( (Φ∗1 ⊗ Φ∗1) ∧ (Φ2 ⊗ Φ2)

µ(z)

)1/2

µ(z) (5.4)

(ορίζουμε
a
b × b = a για αριθμητή και παρονομαστή ίδιου βαθμού).

Αντικαθιστώντας τις μορφές των κυματοσυναρτήσεων σ΄ αυτή λαμβάνουμε:

(Φ1,Φ2) = k

∫
φ∗1(z∗)φ2(z)e−Y

(dz∗ ∧ dz
µ(z)

)1/2

µ(z). (5.5)

Μπορεί τα παραπάνω να φαίνονται υπερβολικά τεχνικά, αλλά προσέξτε τη συλ-

λογιστική μας πορεία: ξεκινάμε από μια πολλαπλότητα -αυτή θα δούμε σύντομα

ότι δομικά εγκολπώνεται στη σύνδεση. Κατόπιν κατασκευάζουμε τις μη αναγω-

γίσιμες αναπραστάσεις των κυματοσυναρτήσεων, με έναν τρόπο που εξαρτάται από

τη σύνδεση, και καταφέρνουμε να ορίσουμε το εσωτερικό τους γινόμενο, το οποίο

είναι στην καρδιά του χώρου Hilbert! Αυτό σημαίνει ότι καταφέραμε ξεκινώντας

από μια πολλαπλότητα -το χώρο των φάσεων στο πρόβλημα που μας αφορά- να

κατασκευάσουμε επάνω της ένα διανυσματικό χώρο -το χώρο Hilbert όπου ζουν

οι κβαντικές κυματοσυναρτήσεις, εν προκειμένω. Επομένως μένει να συνδέσουμε

και τα αντικείμενα που ζουν στον ένα χώρο με εκείνα που ζουν στον άλλο.

Οι πολλαπλότητες που εξετάζουμε είναι άρτιας διάστασης, λόγω του ότι στο

χώρο των φάσεων κάθε συντεταγμένη συνοδεύεται από τη συζυγή της ορμή.

Τέτοιες πολλαπλότητες εκφράζονται μέσω μιας κλειστής συμπλεκτικής μορφής

-κλειστή σημαίνει dω = 0. Εδώ το σύμβολο d συμβολίζει την εξωτερική πα-

ράγωγο, που είναι η επέκταση της συνήθους διαφόρισης όταν έχουμε διαφορικές

μορφές -πολύ απλά είναι μια επιχείρηση που ανεβάζει το βαθμό της μορφής κατά
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1. Αποδεικνύεται ότι αυτή η επιχείρηση είναι μηδενοδύναμη που σημαίνει μαθημα-

τικώς ότι d2f = 0. ΄Αρα μπορεί, πάντα να γραφεί ω = dA που τοπικά γράφεται

ωµν = ∂µAν − ∂νAµ. Εδώ είναι χρήσιμη η αναλογία με τον ηλεκτρομαγνητισμό,

που μας υποδεικνύει ότι το A μπορεί να θεωρηθεί ενά U(1) πεδίο βαθμίδας, και

συνεπώς σύνδεση.

Εκτός της εξωτερικής παραγώγου υπάρχει άλλη μια πράξη, το εσωτερικό γίνο-

μενο i, που στο περιεχόμενο της διαφορικής γεωμετρίας είναι στην ουσία μια ε-

πιχείριση που μειώνει το βαθμό μιας μορφής κατά 1. Αν ξ είναι ένα διανυσματι-

κό πεδίο σε μια πολλαπλότητα, τότε για 1-μορφές -όπως είναι η σύνδεση- ισχύει

iξA = 〈A, ξ〉, με αυτή την πράξη να συμβολίζει το δυικό ζευγάρωμα της 1-μορφής

και του διανυσματικού πεδίου (στην ειδική θεωρία της σχετικότητας είναι το γνώρι-

μο εσωτερικό γινόμενο μεταξύ συναλλοίωτων και ανταλλοίωτων ποσοτήτων).

Οι κανονικοί μετασχηματισμοί είναι αυτοί που αφήνουν τη συμπλεκτική μορ-

φή αναλλοίωτη. Εκμεταλλευόμενοι το ότι η εξωτερική παράγωγος είναι μηδενο-

δύναμη, είναι προφανές ότι αυτοί οι μετασχηματισμοί δίνουν για το συμπλεκτικό

δυναμικό A′ = A+ dΛ, που δεν είναι τίποτα άλλο απ΄ τους γνωστούς μετασχημα-

τισμούς βαθμίδας. Και πάλι η αναλογία με τις γνώσεις του ηλεκτρομαγνητισμού

και της θεωρίας πεδίου είναι χρήσιμη για να κατανοήσουμε την ουσία αυτού. Τα

πεδία γνωρίζουμε πώς μεταχηματίζονται υπό μετασχηματισμούς βαθμίδας. ΄Ομως

εδώ το ανάλογο των πεδίων είναι φυσικά οι κυματοσυναρτήσεις, οπότε μιμούμαστε

ακριβώς αυτό τον τρόπο μετασχηματισμού και ορίζουμε τη δράση των μετασχημα-

τισμών βαθμίδας στις κυματοσυναρτήσεις ως (θεωρούμε σύστημα μονάδων όπου

h̄ = 1 για να αποσυμφορίσουμε όσο γίνεται το φορμαλισμό)

ψ → e−iΛψ. (5.6)

Θεωρούμε έναν κανονικό μετασχηματισμό και ελέγχουμε πώς αλλάζει τη σύν-

δεση. Η δράση του μετασχηματισμού δίνει από την παράγωγο Lie: δA = LξA,
ξ το Hamiltonian διανυσματικό πεδίο που γεννά το μετασχηματισμό. Ο μαγικός

τύπος του Cartan Lξ = diξ + iξd , και το γεγονός ότι όπως εξηγήσαμε παραπάνω

η μεταβολή της σύνδεσης είναι ίση με dΛ δίνουν

dΛ = iξ(dA) + d(iξA) = iξω + d(ξµAµ) = df + d(ξµAµ), (5.7)

όπου θεωρήσαμε iξω = df .

΄Ετσι:

Λ = ξµAµ + f. (5.8)

Τώρα μπορούμε να δούμε ακριβώς ποια είναι η καθαρή μεταβολή της κυματοσυ-

νάρτησης υπό τη ροή ενός απειροστού διανυσματικού πεδίου. Θα αποτελείται από

δύο μεταβολές: η πρώτη θα οφείλεται στη συνολική μεταβολή της κυματοσυνάρ-

τησης -η κατευθυνόμενη παράγωγός της- και η άλλη θα αναιρεί τη μεταβολή που

οφείλεται στη βαθμίδα:

δψ = ξµ∂µψ − (−iΛ)ψ = (ξµ∂µ + iΛ)ψ (5.9)



5.1. ΚΒΑΝΤΩΣΗ ΜΕ ΗΜΙΜΟΡΦΕΣ 45

΄Ομως ξέρουμε ότι στην κβαντομηχανική η απειροστή μεταβολή της κυματοσυ-

νάρτησης μπορεί να εκφραστεί μέσω της δράσης ενός τελεστή σε αυτήν επί έναν

παράγοντα. ΄Ετσι, ορίζουμε τον προκβαντικό τελεστή[49]:

P̂ = −iξµ∂µ + Λ = −i(ξµDµ) + f (5.10)

όπου Dµ = ∂µ + iAµ, η συναλλοίωτη παράγωγος. Αυτός ο τελεστής είναι

πράγματι Hamiltonian διότι εκ κατασκευής είναι ο γενήτορας των κανονικών με-

τασχηματισμών.

Ωστόσο, έχει το πολύ σοβαρό πρόβλημα ότι δεν αποδίδει μη αναγωγίσιμες α-

ναπαραστάσεις -ούτε καν για το ελεύθερο σωμάτιο! Με τον όρο αυτό εννοούμε οι

κυματοσυναρτήσεις της κβαντομηχανικής να εξαρτώνται μόνο από μια συντεταγ-

μένη -πχ μόνο από τη θέση ή μόνο από την ορμή. Το πρόβλημα μπορεί να γίνει

κατανοητό και από την εξής σκοπιά: ξεκινήσαμε από την πλήρη πολλαπλότητα,

οπότε συμμετέχουν και οι θέσεις και οι ορμές. ΄Αρα, σε οποιαδήποτε ολοκληρώμα-

τα -όπως εκείνο του εσωτερικού γινομένου στο χώρο Hilbert- αν οι καταστάσεις

εξαρτώνται πχ μόνο από τη θέση, το ολοκλήρωμα ως προς όλες τις δυνατές ορμές

θα δίνει άπειρο. Αυτό το πρόβλημα πρέπει να διορθωθεί.

Εδώ εισάγεται η ιδέα της πόλωσης. ΄Οπως αναφέραμε και πριν, αποδίδουμε στην

κυματοσυνάρτηση κι ένα τμήμα ημιμορφής -κάτι που τοπικά συμπεριφέρεται σαν

τετραγωνική ρίζα κάποιου μέτρου ολοκλήρωσης. Ωστόσο, όπως είναι αναμενόμε-

νο, αν αλλάξει το μέτρο ολοκλήρωσης -όπως γίνεται με τη διόρθωση ημιμορφών-

αλλάζουν και οι συνθήκες που έχουν να κάνουν με ολοκληρώσεις. Συγκεκριμένα

εδώ, ενώ με το αρχικό μέτρο ολοκλήρωσης οι προκβαντικοί τελεστές σέβονται

τη συνθήκη ερμητιανότητας ως προς τη συνολική κλειστή μορφή, μόλις γίνει η

διόρθωση των ημιμορφών δεν τη σέβονται.

Για να δούμε ότι όντως αυτή η μορφή δίνει μη αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις

μπορούμε εύκολα να ελέγξουμε τη συνθήκη ερμητιανότητας. ΄Οταν επιλεχθε-

ί κάποια συγκεκριμένη πόλωση, λαμβάνουμε ένα νέο μέτρο ολοκλήρωσης J . Τότε

η συνθήκη ερμητιανότητας γράφεται:

∫
Jψ∗1(P̂ψ2)dx−

∫
J(P̂ψ1)∗ψ2dx = i

∫
J(∂µξ

µ + ξµ∂µlnJ)ψ∗1ψ2dx. (5.11)

Ορίζοντας τις κυματοσυναρτήσεις με τη διόρθωση ημιμορφής ως ψ(x)
√
J(x) και

νέους τελεστές Q̂ = P̂ + û, δηλαδή προσθέτωντας έναν ακόμη -μη ερμητιανό-

τελεστή û στη μορφή των προκβαντικών, απαιτούμε:∫
Jψ∗1(Q̂ψ2)dx =

∫
J(Q̂ψ1)∗ψ2dx. (5.12)

Είναι πολύ εύκολο να βρούμε ότι για û = − i
2∂µξ

µ, εκπληρώνεται η απαίτηση

ερμητιανότητας. Μένει μόνο μια μικρή λεπτομέρεια: η μόρφη του τελεστή που

έχουμε ως τώρα είναι τέτοια ώστε να δρα πριν την πόλωση, δηλαδή στις συνολικές

κυματοσυναρτήσεις. Για να τον φέρουμε στην τελική μορφή του πρέπει να λάβουμε

υπ΄ όψιν ότι πλέον δρα μόνο στο ολομορφικό μέρος αυτών. Αυτό εκπληρώνεται
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από τη συνθήκη πόλωσης (∂z∗ + iAz∗)ψ = 0 που δίνει ψ = e−i
∫
dz∗Az∗φ(z).

Προφανώς αυτό δεν έχει καμία επιρροή στους πολλαπλασιαστικούς παράγοντες

του τελεστή. Η μόνη διαφορά θα επέλθει από τον όρο με τις μερικές παραγώγους.

Αφού συγκεντρώνουμε την προσοχή μας στο ολομορφικό μέρος, για τις συνολικές

συναρτήσεις η συναλλοίωτη παράγωγος ως προς τη συντεταγμένη z∗ μηδενίζεται

από τη συνθήκη πόλωσης. ΄Ετσι ο πρώτος όρος του τελεστή μας γίνεται απλά

(∂z + iAz)ψ = φ(∂z + iAz)e
−i

∫
dz∗Az∗ + e−i

∫
dz∗Az∗ (∂z + iAz)φ. Ο δεύτερος

όρος δρα αποκλειστικά στην ολομορφική συνάρτηση, οπότε είναι στη μορφή που

θέλουμε. Από την άλλη, λόγω της αντισυμμετρίας στον ορισμό της 2-μορφής ω,
συνάγουμε ότι ∂zAz∗ = −∂z∗Az. ΄Αρα ∂z(−i

∫
Az∗dz∗) = iAz. ΄Ετσι φτάνουμε

στον τελικό κβαντικό τελεστή:

Q̂ = −i(ξµ∂µ) + 2ξµAµ + f − i

2
∂µξ

µ
(5.13)

Αυτός δρα μόνο στο ολομορφικά πολωμένο μέρος της κυματοσυνάρτησης ενώ η

διόρθωση από τις ημιμορφές περικλείεται στον όρο ∂µξ
µ. Αυτή την εξίσωση θα τη

χρησιμοποιήσουμε παρακάτω ως διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης για να λάβουμε

τις κλασικές συναρτήσεις που αντιστοιχούν σε τελεστές που μας ενδιαφέρουν. Να

σημειωθεί εδώ ότι είναι ζωτικό για την ανάλυση το πεδίο να διατηρεί την πόλωση

που επιλέξαμε, που μαθηματικώς σημαίνει η παράγωγος Lie του πεδίου πόλωσης

να είναι γραμμικός συνδυασμός των πεδίων πολωσης: Lξ(∂µ) = [ξ, ∂µ] = Cνµ∂ν .
Επίσης τονίζουμε ότι για να λειτουργήσει η παραπάνω διαδικασία είναι απαραίτητο

να αναφερόμαστε σε τελεστές που περιέχουν παραγώγους μέχρι πρώτη τάξη, μιας

και μόνο αυτοί μπορούν να είναι ανάλογοι διανυσματικών πεδίων. Για υψηλότερης

τάξης τελεστές απαιτούνται περαιτέρω διορθώσεις, που είναι υπερβολικά περίπλο-

κες. ΄Αρα, φαίνεται σαν να καταφέραμε να βρούμε μια συσχέτιση μόνο για ένα πάρα

πολύ μικρό σύνολο τελεστών -δε μπορούμε καν να αποφανθούμε για το μοντέλο

Bose-Hubbard με αυτή την κατασκευή. Ευτυχώς, όπως θα δούμε αργότερα, κα-

ταφέραμε να παρακάμψουμε αυτό το ζήτημα με χρήση αναλυτικών τεχνικών στο

ολοκλήρωμα διαδρομών. Τονίζουμε ωστόσο από τώρα ότι η ανταπόκριση που θα

βρούμε εκεί, αναφέρεται αποκλειστικά σε επιχειρήσεις στο ολοκλήρωμα διαδρομών

και δεν είναι απαραίτητα γενικότερης ισχύος. Η γεωμετρική κβάντωση φτάνει μέχρι

εδώ, μέχρι τελεστές με παραγώγους πρώτης τάξης.

Εν συνεχεία θα αντιμετωπίσουμε συγκεκριμένα παραδείγματα, όπου θα γίνει

σαφέστερη η σημασία των παραπάνω, μέσω της εφαρμογής τους σε γνωστά συ-

στήματα.

5.2 Κατασκευή στο συνεχές

Ο αντικειμενικός στόχος είναι να χρησιμοποιήσουμε τις ιδέες της γεωμετρικής

κβάντωσης για να αποφανθούμε για το σύμβολο στη δράση του ολοκληρώματος

διαδρομών. Για να συνδεθούμε με τις συνοχικές καταστάσεις, ορίζουμε για ένα

αυθαίρετο κυματάνυσμα |φ〉 τη συνάρτηση φ(z) = 〈z|φ〉. Τότε η (5.5) γίνεται

(Φ1,Φ2) = 〈φ1|
(
k

∫
|z〉 〈z| e−Y

(dz∗ ∧ dz
µ(z)

)1/2
µ(z)

)
|φ2〉 . (5.14)



5.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΣΤΟ ΣΥΝΕΧΕΣ 47

Αυτό μας δίνει αυτομάτως την ανάλυση της ταυτότητας:

Î = k

∫
|z〉 〈z| e−Y

(dz∗ ∧ dz
µ(z)

)1/2
µ(z). (5.15)

Εδώ θέλουμε να εξετάσουμε ένα μποζονικό σύστημα -ένα σύστημα που οι τε-

λεστές δημιουργίας και καταστροφής του ικανοποιούν τη σχέση μετάθεσης των

τελεστών δημιουργίας και καταστροφής του αρμονικού ταλαντωτή. Πρέπει να ε-

ντοπίσουμε ποια είναι η αντίστοιχη πολλαπλότητα όπου θα ζουν οι κλασικές συναρ-

τήσεις που θα προκύψουν. Η άλγεβρα που ικανοποιούν οι τελεστές αυτοί πρέπει να

είναι η άλγεβρα των γενητόρων των ισομετριών της πολλαπλότητας που ψάχνουμε,

ώστε να υπάρχει ανταπόκριση μεταξύ τους. Από αυτό μπορούμε να καταλάβου-

με ότι η πολλαπλότητα που ζητάμε είναι το Ευκλείδειο επίπεδο (θεωρούμε μία

χωρική διάσταση για απλότητα, τα συμπεράσματα επεκτείνονται εντελώς φυσιο-

λογικά σε περισσότερες διαστάσεις εφόσον δε χρηιμοποιούνται καμπυλόγραμμες

συντεταγμένες). Το πλάτος μετάβασης από μια κατάσταση σε μια άλλη, γραμ-

μένο στη γενικότερη μορφή -δηλαδή χωρίς να διαλέξουμε συγκεκριμένη διαδικασία

διακριτοποίησης- στο διακριτό είναι

〈zb| e−
i
h̄

∫ T
0
dtĤ |za〉 =

∫ z∗N+1=z∗b

z0=za

e−Γ
N∏
j=1

µ(zj)

N∏
j=0

〈zj+1|zj〉 e−
iε
h̄ Hj , (5.16)

όπου Γ = −ln 〈zb|zN 〉〈z1|za〉
〈zN+1|zN 〉〈z1|z0〉 , ο επιφανειακός όρος και Hj το κλασικό σύμβο-

λο στο διακριτό.

Οι όροι ανώτερης τάξης ως προς το πάχος ε αγνοούνται ακριβώς όπως εξη-

γήθηκε στο δεύτερο κεφάλαιο. Αυτό είναι απαραίτητο για το συνεπή ορισμό του

ολοκληρώματος διαδρομών, όπου παίρνουμε το όριο μετρήσιμα άπειρου γινομένου

σε ένα μη μετρήσιμα άπειρο. Αυτό όπως είπαμε ισχύει για φραγμένους τελεστές

και μόνο με τέτοιους θα ασχοληθούμε. Η δε συνεχής έκδοση είναι, γραμμένη στη

γενικότερή της μορφή:

〈zb| e−
i
h̄

∫ T
0
dtĤ |za〉 =

∫ z∗T=z∗b

z0=za

N e−ΓD2z
√

Det||ω(z(t))||ei
∫ T
0
dt(Aµż

µ−iH(z,z∗)).

(5.17)
Εδώ, Aµ είναι το συμπλεκτικό δυναμικό, zµ παραμετροποιεί τις δύο μιγαδικές συ-

νεταγμένες, D2z
√

Det||ω(z(t))|| είναι το συναρτησιακό μέτρο ολοκλήρωσης και

N είναι μια σταθερά ολοκλήρωσης, απαραίτητη στην περίπτωση που το συμπλεκτι-

κό δυναμικό στον κινητικό όρο δεν αντιστοιχεί ακριβώς στο μέτρο ολοκλήρωσης

που εμφανίζεται στο ολοκλήρωμα διαδρομών.

Ο κινητικός όρος προέρχεται αποκλειστικά από το εσωτερικό γινόμενο των

καταστάσεων που χρησιμοποιούνται, οπότε μπορούμε υπεράνω πάσης αμφιβολίας

να λάβουμε από τη μορφή του το συμπλεκτικό δυναμικό-σύνδεση στο επίπεδο

της πολλαπλότητας, κάτι λογικό μιας και υποδικνύει τον τρόπο συγκόλλησης των

φετών για να περάσουμε στο συνεχές:
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lim
ε→0
〈zj+1|zj〉 = Aµż

µ. (5.18)

΄Αρα λοιπόν είναι πλέον προφανές το τι προσπαθούμε να κάνουμε: θα ταυτίσου-

με το κλασικό σύμβολο που εμφανίζεται στη δράση του συνεχούς με το κλασικό

σύμβολο το οποίο υπό τη γεωμετρική κβάντωση με ημιμορφές χαρτογραφείται στην

κβαντική Hamiltonian που αντιστοιχεί στο εν λόγω ολοκλήρωμα διαδρομών. ΄Ετσι,

ονομάζοντας Q̂ το χάρτη της γεωμετρικής κβάντωσης (ο οποίος είναι αντιστρέψι-

μος)

Q̂−1(Ĥ) = lim
ε→0

Hj . (5.19)

5.3 Εφαρμογή στις μποζονικές καταστάσεις

Σ΄ αυτή την ενότητα φτάνουμε στην καρδιά της μελέτης μας. Θα εφαρμόσουμε

τα προηγούμενα με την ελπίδα να λάβουμε τη σωστή, όπως επαληθεύτηκε παρα-

πάνω, ανταπόκριση μεταξύ του κλασικού και του κβαντικού αρμονικού ταλαντωτή.

Σημειώνουμε ότι στη λογική μας πορεία δε γίνεται καμία αναφορά στο διακριτό:

πλέον δουλεύουμε απευθείας στο συνεχές, ακριβώς όπως θέλαμε. Επίσης, η ιδιότη-

τα της κλασικής φυσικής να είναι αναλλοίωτη υπό κανονικούς μετασχηματισμούς

εκφράστηκε παραπάνω σε ένα βαθύτερο μαθηματικό επίπεδο, εκδηλωμένη μέσω

της ροής του Hamiltonian διανυσματικού πεδίου. Με το να εκφράσουμε αυτή την

αναλλοιώτητα υπό όρους διαφορικής γεωμετρίας επιτύχαμε να αποτινάξουμε από

πάνω της οποιαδήποτε εξάρτηση από συγκεκριμένα συστήματα συντεταγμένων,

αποδίδοντάς της οικουμενική ισχύ.

Ξεκινάμε από τον κινητικό όρο, ο οποίος όπως ξέρουμε προέρχεται από το

εσωτερικό γινόμενο μεταξύ συνοχικών καταστάσεων, οπότε είναι πάντα ίδιος. Για

τις μποζονικές συνοχικές καταστάσεις τον έχουμε βρει να είναι ίσος με

i

2
(z∗ż − zż∗). (5.20)

Αυτό σημαίνει ότι η σύνδεση που αντιστοιχεί σε αυτόν -και άρα η σύνδεση στην

αντίστοιχη πολλαπλότητα- είναι A = i
2 (z∗dz − zdz∗). ΄Οπως είπαμε, ψάχνουμε

καταστάσεις ολομορφικά πολωμένες, δηλαδή εξαρτώμενες μόνο από τη μεταβλητή

z. ΄Αρα, ορίζουμε ως συνοχικές καταστάσεις τις μη κανονικοποιημένες

|z〉 =

∞∑
n=0

zn√
n!
|n〉 . (5.21)

Πράγματι, η συνθήκη ολομορφικής πόλωσης δίνει:

(∂z∗ +
z

2
)ψ(z, z∗) = 0⇒ ψ(z, z∗) = e−

zz∗
2 φ(z). (5.22)

Ο όρος που τις κανονικοποιεί τοποθετείται μέσα στην ταυτότητα, ώστε και πάλι

να έχουμε ανάλυσή της σε συνοχικές καταστάσεις:
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Î =
1

π

∫
|z〉 〈z| e−|z|

2

dz ∧ dz∗ (5.23)

Σε μιγαδικές συντεταγμένες, το διανυσματικό πεδίο ισούται με

Xf = i
( ∂f
∂z∗

∂

∂z
− ∂f

∂z

∂

∂z∗

)
, (5.24)

οπότε

ξz = i
∂f

∂z∗
, (5.25)

ξz
∗

= −i∂f
∂z
. (5.26)

Εφόσον δουλεύουμε με ολομορφικά πολωμένες καταστάσεις, μας ενδιαφέρει να

γράψουμε τη δράση των τελεστών μας στις -μη κανονικοποιημένες, αφού οι κα-

νονικοποιημένες δεν είναι πολωμένες ολομορφικά- συνοχικές καταστάσεις συναρ-

τήσει μόνο του z. Τονίζουμε ότι η ανταπόκριση που θα γράψουμε παρακάτω δεν

είναι αναπαράσταση των τελεστών, καθώς δεν ικανοποιεί την άλγεβρά τους. Είναι

απλώς η δράση τους στις συνοχικές καταστάσεις.

Είναι πολύ εύκολο, χρησιμοποιώντας τις μη κανονικοποιημένες συνοχικές κα-

ταστάσεις και τον τρόπο δράσης των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής στις

ιδιοκαταστάσεις του αριθμητικού τελεστή, να δούμε ότι

â |z〉 = z |z〉 , (5.27)

â† |z〉 =
∂

∂z
|z〉 , (5.28)

â†â |z〉 = z
∂

∂z
|z〉 . (5.29)

Επομένως θεωρούμε την ανταπόκριση

â† ↔ ∂

∂z
, (5.30)

â↔ z, (5.31)

â†â↔ z
∂

∂z
. (5.32)

΄Οπως είπαμε αυτό δεν είναι αναπαράσταση των τελεστών, διότι θεωρώντας ότι

είναι αναπαράσταση θα έπρεπε πχ [â, â†] = 1, που εδώ δεν ισχύει.

Ξεκινώντας από τον τελεστή καταστροφής, η σχέση (5.13) -λόγω της κατα-

σκευής της ο δείκτης µ αφορά μόνο την ολομορφική συντεταγμένη- γίνεται:

z =
∂f

∂z∗
∂

∂z
− z∗ ∂f

∂z∗
+ f +

1

2

∂2f

∂z∂z∗
. (5.33)
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Απαιτώντας αυτή να ισχύει για κάθε z, z∗ βρίσκουμε ότι
∂f
∂z∗ = 0⇒ f = f(z)

και αντικαθιστώντας αυτό στην παραπάνω προκύπτει f = z.

Για τον τελεστή δημιουργίας πάλι από την (5.13):

∂

∂z
=

∂f

∂z∗
∂

∂z
− z∗ ∂f

∂z∗
+ f +

1

2

∂2f

∂z∂z∗
. (5.34)

Απαιτώντας αυτή να ισχύει για κάθε z, z∗ βρίσκουμε ότι
∂f
∂z∗ = 1 ⇒ f =

z∗ + g(z) και αντικαθιστώντας αυτό στην παραπάνω προκύπτει f = z∗.

Για τον αριθμητικό τελεστή:

z
∂

∂z
=

∂f

∂z∗
∂

∂z
− z∗ ∂f

∂z∗
+ f +

1

2

∂2f

∂z∂z∗
. (5.35)

Απαιτώντας αυτή να ισχύει για κάθε z, z∗ βρίσκουμε ότι
∂f
∂z∗ = z ⇒ f =

zz∗ + g(z) και αντικαθιστώντας αυτό στην παραπάνω προκύπτει f = zz∗ − 1
2 .

΄Ετσι, βρήκαμε τις ανταποκρίσεις:

â↔ z, (5.36)

â† ↔ z∗, (5.37)

â†â+
1

2
↔ z∗z. (5.38)

Η τελευταία είναι ακριβώς η σχέση που θέλαμε στο ολοκλήρωμα διαδρομών

ώστε να παίρνουμε τα γνωστά αποτελέσματα για το απλό αρμονικό ταλαντωτή.

Αργότερα θα επεκτείνουμε με αναλυτικές μεθόδους τα συμπεράσματά μας ώστε να

μεγαλώσουμε το σετ των τελεστών τους οποίους μπορούμε να χαρτογραφήσουμε

σε κλασικές συναρτήσεις που θα μπουν στη δράση στο ολοκλήρωμα διαδρομών.

Τονίζουμε για μια ακόμη φορά ότι αυτή η μέθοδος είναι εφαρμόσιμη μόνο για

τελεστές που η δράση τους στις συνοχικές καταστάσεις περιέχει παραγώγους μέχρι

πρώτης τάξης.

5.4 Συνθήκες κβάντωσης και το Θεώρημα Groe-
newold

Η ανάγκη της σύνδεσης κβαντικών τελεστών και κλασικών συναρτήσεων δεν εμ-

φανίζεται πρώτη φορά με τη συνειδητοποίηση των ασυνεπειών στο ολοκλήρωμα

διαδρομών που αφορά συνοχικές καταστάσεις. Με την εμφάνιση κιόλας των τελε-

στών στην κβαντική μηχανική, έγινε σαφές ότι δεν είναι τόσο εύχρηστοι όσο οι

συναρτήσεις και άρα υπήρχε η επιθυμία για σύνδεση των δύο αντικειμένων μέσω

κάποιου χάρτη. Ο Dirac παρέθεσε τις εξής συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί
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ένας τέτοιος χάρτης Q̂(f) για να είναι χρήσιμος και συνεπής:

1. Γραμμικότητα:

Q̂(rf + g) = rQ̂(f) + Q̂(g), (5.39)

f , g κλασικές συναρτήσεις, r βαθμωτό.

2. Ταυτότητα:

Q̂(1) = Î . (5.40)

3. Ερμητιανότητα:∫
d2nq
√
ωψ∗1Q̂(f)ψ2 =

∫
d2nq
√
ω(Q̂(f)ψ1)∗ψ2. (5.41)

4. Ορισμός ομοιομορφισμού αλγεβρών Lie(h̄ = 1):

[Q̂(f), Q̂(g)] = iQ̂({f, g}). (5.42)

5. Ορισμός μη αναγωγίσιμης αναπαράστασης της κβαντομηχανικής.

Πράγματι, μια διαδικασία κβάντωσης που θα ικανοποιούσε αυτές τις συνθήκες

είναι ακριβώς ό,τι χρειαζόμαστε, μιας και θα μπορούσαμε να βρούμε με χρήση

των παραπάνω την ανταπόκριση τελεστών-συναρτήσεων. Ωστόσο το Θεώρημα

Groenewold εξασφαλίζει ότι ένα σχήμα κβάντωσης που ικανοποιεί τις συνθήκες

του Dirac δεν είναι αυτοσυνεπές -δε μπορούν να ικανοποιούνται όλες αυτές οι

συνθήκες ταυτόχρονα για τελεστές κάθε τάξης [53]. Η απόδειξη είναι πολύ απλή

και υποδεικνύει και το όριο μέχρι το οποίο αυτή η διαδικασία μπορεί να δουλέψει

με συνέπεια. Το όριο αυτό είναι όταν φτάνουμε σε τελεστές που είναι πολυώνυμα

τρίτης τάξης ως προς τις κανονικές συντεταγμένες. Από εκεί και πάνω οι συνθήκες

του Dirac είναι ασυμβίβαστες μεταξύ τους, όπως θα δείξουμε ευθύς αμέσως.

Θεωρούμε δύο συζυγείς, κανονικές μεταβλητές δηλαδή η αγκύλη Poisson τους

είναι {x, p} = 1 και βέβαια γι΄ αυτούς Q̂(x) = X̂, Q̂(p) = P̂ . Σημειώνουμε ότι αυ-

τές οι δυο δεν είναι κατ΄ ανάγκη οι τελεστές θέσης και ορμής, αλλά οποιεσδήποτε

κανονικές μεταβλητές -οπότε μπορούν να είναι και οι μιγαδικές που οι αντίστοιχοι

τελεστές τους είναι οι δημιουργίας και καταστροφής. Σύμφωνα με την ιδιότητα

4. [X̂, P̂ ] = i -για τους τελεστές καταστροφής και δημιουργίας ο μεταθέτης ε-

ίναι βέβαια μονάδα, αλλά αυτό μπορεί φυσικά να φιξαριστεί με μια απλή αλλαγή

στη σταθερά της αγκύλης Poisson, όπως άλλωστε προκύπτει από τον ορισμό των

κλασικών μιγαδικών συντεταγμένων συναρτήσει των κλασικών πραγματικών.
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Αν βρούμε κάποιον τελεστή που μετατίθεται και με τους δύο τελεστές P̂ , X̂
τότε προφανώς μετατίθεται και με οποιοδήποτε όρο τους περιέχει σε οποιοδήποτε

πλήθος και με οποιαδήποτε σειρά, και η συνθήκη της μη αναγωγισιμότητας σημαίνει

ότι αυτός ο τελεστής είναι ανάλογος της μονάδας. Τώρα υπολογίζουμε:

[Q̂(x2), P̂ ] = iQ̂(
{
x2, p

}
) = iQ̂(2x) = 2iX̂ (5.43)

και ακριβώς με τον ίδιο τρόπο

[Q̂(p2), X̂] = −2iP̂ . (5.44)

Την ίδια στιγμή,

[X̂2, P̂ ] = 2iX̂, (5.45)

[P̂ 2, X̂] = −2iP̂ . (5.46)

Είναι, δε, προφανές ότι λόγω της μη αναγωγισιμότητας

[Q̂(x2), X̂] = [Q̂(p2), P̂ ] = 0. (5.47)

΄Αρα ο τελεστής X̂2 − Q̂(x2) μετατίθεται με τους X̂, P̂ οπότε είναι

X̂2 − Q̂(x2) = −c1Î (5.48)

και παρομοίως

P̂ 2 − Q̂(p2) = −c2Î . (5.49)

Από την άλλη

[Q̂(x2), Q̂(p2)] = iQ̂(4xp) = 4iQ̂(xp), (5.50)

δηλαδή

[X̂2 + c1Î , P̂
2 + c2Î] = 4iQ̂(xp), (5.51)

ή

Q̂(xp) =
X̂P̂ + P̂ X̂

2
. (5.52)

Επίσης,

[Q̂(xp), Q̂(p2)] = iQ̂(
{
xp, p2

}
) = iQ̂(2p2) = 2i(P̂ 2 + c2Î), (5.53)

[Q̂(xp), Q̂(p2)] = [
X̂P̂ + P̂ X̂

2
, P̂ 2] = 2iP̂ 2. (5.54)

Με αντιπαραβολή αυτών των δύο παίρνουμε c2 = 0, και ακριβώς με τον ίδιο τρόπο

μπορούμε να δείξουμε και ότι c1 = 0.
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΄Ετσι καταλήγουμε στο χάρτη

Q̂(x2) = X̂2, (5.55)

Q̂(p2) = P̂ 2, (5.56)

Q̂(xp) =
X̂P̂ + P̂ X̂

2
. (5.57)

Παρομοίως μπορούμε να υπολογίσουμε

[Q̂(x3), P̂ ] = [X̂3, P̂ ] = 3iX̂2, (5.58)

[Q̂(p3), X̂] = [P̂ 3, X̂] = −3iP̂ 2 (5.59)

και άρα

Q̂(x3) = X̂3 + c3Î , (5.60)

Q̂(p3) = P̂ 3 + c4Î . (5.61)

Ακριβώς όπως πριν μπορούμε να βρούμε{
x3, xp

}
= 3x3

(5.62)

άρα

3Q̂(x3) = −i[Q̂(x3), Q̂(xp)] = −i[X̂3 + c3Î ,
X̂P̂ + P̂ X̂

2
] = 3X̂3 (5.63)

και άρα c3 = 0. Παρομοίως, c4 = 0. Επίσης{
x3, p2

}
= 6x2p, (5.64)

οπότε

6Q̂(x2p) = −i[Q̂(x3), Q̂(p2)] = −i[X̂3, P̂ 2] = 3(X̂2P̂ + P̂ X̂2). (5.65)

Ανταλλάζοντας τις δύο μεταβλητές και επαναλαμβάνοντας τους υπολογισμούς,

μπορούμε να δείξουμε και ότι

6Q̂(p2x) = 3(P̂ 2X̂ + X̂P̂ 2) (5.66)

΄Ετσι καταλήγουμε για τους τελεστές που είναι πολυώνυμα τρίτης τάξης:

Q̂(x3) = X̂3, (5.67)
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Q̂(p3) = P̂ 3, (5.68)

Q̂(p2x) =
1

2
(P̂ 2X̂ + X̂P̂ 2), (5.69)

Q̂(x2p) =
1

2
(X̂2P̂ + P̂ X̂2). (5.70)

Τώρα μπορούμε να δείξουμε ότι

9x2p2 =
{
x3, p3

}
= 3

{
x2p, p2x

}
, (5.71)

οπότε

[Q̂(x3), Q̂(p3)] = 3[Q̂(x2p), Q̂(p2x)]⇒ 4[X̂3, P̂ 3] = 3[X̂2P̂ + P̂ X̂2, X̂P̂ 2 + P̂ 2X̂],
(5.72)

η οποία είναι αναληθής. Επομένως όταν ασχοληθούμε με τελεστές πολυώνυμα

τρίτης τάξης φτάνουμε σε ασυνέπειες.

Παρατηρήστε ότι για τους τελεστές δεύτερης τάξης βρήκαμε ακριβώς τις αντα-

ποκρίσεις που μας έδωσε και ο χάρτης που προτείναμε. Πράγματι, αν στη θέση

των μεταβλητών x,p βάλουμε τις μιγαδικές z, z∗, τότε οι παραπάνω ανταποκρίσεις

δίνουν

Q̂(z) = â, (5.73)

Q̂(z∗) = â†, (5.74)

Q̂(zz∗) =
â†â+ ââ†

2
= â†â+

1

2
. (5.75)

Η διαφορά είναι βέβαια ότι στην προηγούμενη θεώρηση αυτή η ανταπόκριση δια-

θέτει στιβαρότατο μαθηματικό υπόβαθρο: την επικοινωνία μεταξύ ενός χώρου

Hilbert και μιας κλασικής πολλαπλότητας -του χώρου των φάσεων. Αντίθετα, οι

απαιτήσεις που έθεσε ο Dirac δεν είναι μαθηματικώς αλλά φυσικώς θεμελιωμένες,

προέκυψαν καθαρά από την ανάγκη συνεπούς κβάντωσης ενός κλασικού συστήμα-

τος, χωρίς να φαίνεται ο βαθύτερος λόγος της ύπαρξής τους.

Η ανάγκη για κβάντωση κλασικών μεγεθών είναι από τα πρώτα χρόνια της

κβαντικής μηχανικής τόσο έντονη, ώστε να έχει εμφανιστεί μια σειρά από τρόπους

κβάντωσης. Φυσικά, όπως είδαμε, κανένας απ΄ αυτούς δε θα μπορούσε να ικα-

νοποιεί όλες τις απαιτήσεις του Dirac. Συνήθως η τακτική είναι να αρθεί κάποια

από τις απαιτήσεις αυτές έτσι ώστε να προκύψει ένας συνεπής τρόπος κβάντωσης,

ασθενέστερος φυσικά από τον ῾῾τέλειο᾿᾿. Ας θυμηθούμε τον προκβαντικό τελεστή

που ορίζει η γεωμετρική κβάντωση. ΄Οπως εξηγήσαμε αναλυτικά, εφόσον δεν έχει
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γίνει ακόμα η πόλωση, δε δίνει μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση της κβαντομηχα-

νικής. Πράγματι, είναι ένας τελεστής ο οποίος ικανοποιεί τις υπόλοιπες τέσσερις

συνθήκες, ωστόσο όχι αυτή της μη αναγωγισιμότητας, όπως είναι πολύ εύκολο να

δειχτεί (για παράδειγμα για τον τελεστή καταστροφής ο προκβαντικός τελεστής

που προκύπτει είναι ο −∂z∗ + z
2 δηλαδή εξαρτάται και από τις δυο συντεταγμένες,

οπότε η αναπαράσταση είναι αναγωγίσιμη -δε δίνει κυματοσυνάρτηση εξαρτώμενη

μόνο από τη μία συντεταγμένη). Μετά την πόλωση η συνθήκη της μη αναγω-

γισιμότητας αποκαθίσταται. Το ότι η μέθοδος της γεωμετρικής κβάντωσης δεν

επεκτείνεται για τελεστές-πολυώνυμα πάνω από δεύτερης τάξης δεν είναι πρόβλη-

μα: όπως είδαμε, αυτό έτσι κι αλλιώς απαγορεύεται από το θεώρημα Groenewold.
Είναι προφανέστατο από όλη την ανάλυση που έχει γίνει ως τώρα αλλά ας το επιση-

μάνουμε εκ νέου εδώ: ρίζα όλων αυτών των προβλημάτων με τους τελεστές είναι

η μη ισοδυναμία των διατάξεών τους. Κλασικά, οι μεταβλητές είναι συναρτήσεις

και μετατίθενται, ενώ οι κβαντομηχανικοί τελεστές ικανοποιούν κάποια άλγεβρα,

που σημαίνει ότι δεν είναι όλες οι διατάξεις των τελεστών ισοδύναμες.

5.5 ΄Ενας χάρτης για το ολοκλήρωμα διαδρο-

μών

΄Οπως εξηγήθηκε στην προηγούμενη ενότητα, δεν είναι εφικτή η συνεπής κβάντωση

οποιουδήποτε τελεστή. Ωστόσο, όπως θα δείξουμε εδώ, ο φορμαλισμός του ολο-

κληρώματος διαδρομών επιτρέπει μαθηματικούς χειρισμούς οι οποίοι αποδίδουν τα

κλασικά σύμβολα τελεστών που, σύμφωνα με τα προηγούμενα, δεν είναι εφικτό να

αποκβαντωθούν με συνέπεια. Τονίζουμε ότι σε αυτή την ενότητα θα εντοπίσουμε

χαρτογραφήσεις κάποιων τελεστών σε κλασικά σύμβολα, όμως αυτή η επικοινωνία

αφορά μόνο το ολοκλήρωμα διαδρομών, δηλαδή δεν είναι απαραίτητα γενικότερης

ισχύος. Πράγματι, η χαρτογράφηση που θα προτείνουμε δεν πρέπει να χρησιμο-

ποιηθεί ελαφρά τη καρδία σε οποιοδήποτε πλαίσιο μελέτης εκτός αν δικαιολογηθεί

και εκεί.

Η μέθοδος της γεωμετρικής κβάντωσης -ή αντίστοιχα η αποκβάντωση όπως

την ορίσαμε στην (5.19) και περιγράφηκε νωρίτερα- μας οδήγησε σε μια συνταγή

ανταπόκρισης τελεστών και κλασικών συμβόλων στην περίπτωση που οι τελεστές

είναι μέχρι πρώτης τάξης ως προς τα διαφορικά -η γεωμετρική κβάντωση δε μπορεί

να διαχειριστεί τάξεις μεγαλύτερες της πρώτης, οπότε και ο αντίστροφος χάρτης

το ίδιο. Ξεκινάμε ορίζοντας έναν πιο γενικό χάρτη αποκβάντωσης από αυθαίρετους

τελεστές σε κλασικά σύμβολα στο συνεχές:

lim
ε→0

Hj = Q−1(Ĥ(z∗, z)), (5.76)

όπου Q−1
είναι ένας γενικότερος χάρτης αποκβάντωσης ο οποίος, στην περίπτωση

που αποδίδει τελεστές για τους οποίους μπορεί να εφαρμοστεί η κβάντωση με

ημιμορφές, ταυτίζεται με το χάρτη Q̂−1
που παρουσιάσαμε στην Ενότητα 4.3. Ο

εκθέτης −1 δεν υπονοεί ότι ο χάρτης αυτός είναι κατ΄ ανάγκη αντιστρέψιμος, παρά

υπάρχει για να υποδείξει ότι ο εν λόγω χάρτης αποκβαντώνει τελεστές αντί να

κβαντώνει συναρτήσεις. Θα προσπαθήσουμε να δούμε πώς δρα αυτός ο χάρτης σε
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πολυώνυμα τελεστών που μπορούν να αποκβαντωθούν. Σημειώνουμε εδώ ότι εν

γένει αυτός ο χάρτης δεν είναι γραμμικός ως προς το χώρο των τελεστών διότι

κατά το φετάρισμα το κλασικό σύμβολο ενδέχεται να αποκτήσει συνεισφορές λόγω

όρων που προέκυψαν από μεταθέτες.

Παρατηρούμε ότι ισχύει:

tr[T̂ e±i
∫ T
0
dtĤ2

] ∼ tr
[ ∫
Dξe∓ i

4

∫ T
0
dtξ2+i

∫ T
0
dtξĤ

]
∼
∫
Dξe∓ i

4

∫ T
0
dtξ2

tr[ei
∫ T
0
dtξĤ ]

(5.77)
και η γενίκευσή της για θετικούς ακέραιους k

tr[T̂ e−i
∫ T
0
dtĤk ] = tr[e−i

∫ T
0
dt[ 1

2 (Ĥ+Ĥk−1)2− 1
2 Ĥ

2− 1
2 Ĥ

2k−2]]

∼ tr
[ ∫
Dξ1Dξ2Dξ3e

i
4

∫ T
0
dt(ξ2

1−ξ
2
2−ξ

2
3)e

i√
2

∫ T
0
dt(ξ1+ξ2)Ĥ+ i√

2

∫ T
0
dt(ξ1+ξ3)Ĥk−1]

.

(5.78)

Αυτές ισχύουν για κάθε τελεστή που διαθέτει πλήρες σετ ιδιοκαταστάσεων. Με

διαδοχική χρήση της δεύτερης εξ αυτών μπορούμε να δούμε ότι για κάθε Ερμητιανό

τελεστή που μπορεί να αποκβαντωθεί ισχύει

Q−1(Ĥk) = (Q̂−1(Ĥ))k. (5.79)

Αυτή μας δίνει το κλασικό σύμβολο που αντιστοιχεί στον τελεστή Ĥk
στο πλαίσιο

της συνεχούς έκδοσης του ολοκληρώματος διαδρομών.

Αν, δε, έχουμε ένα γραμμικό συνδυασμό τελεστών οι οποίοι μπορούν να α-

ποκβαντωθούν επιτυχώς, η γραμμικότητα του χάρτη δεν είναι δεδομένη και για τη

διαχείριση τέτοιων ποσοτήτων απαιτούνται πιο βαθυστόχαστες μέθοδοι. Ωστόσο,

η γραμμικότητα ισχύει όταν όλοι οι τελεστές στο γραμμικό συνδυασμό μετατίθε-

νται μεταξύ τους, αφού σε αυτή την περίπτωση η παραπάνω κατασκευή μπορεί να

πραγματοποιηθεί για κάθε τελεστή ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους.

Η ικανότητά μας να εντοπίσουμε το κλασικό σύμβολο ενός ερμηντιανού τε-

λεστή που είναι δύναμη κάποιου άλλου τελεστή το κλασικό σύμβολο του οποίου

είναι γνωστό, σε συνδυασμό με τη γραμμικότητα του χάρτη για τελεστές που

μετατίθενται, μας επιτρέπει να μελετήσουμε μια κατηγορία Hamiltonians ιδιαίτε-

ρης φυσικής σημασίας: εκείνων που είναι γραμμικός συνδυασμός οποιωνδήποτε

θετικών ακέραιων δυνάμεων του αριθμητικού τελεστή.

Ας επαληθεύσουμε ότι τα παραπάνω οδηγούν στη σωστή συνάρτηση επιμε-

ρισμού μέσω του υπολογισμού της με ολοκλήρωμα διαδρομών. Πράγματι, θεω-

ρώντας τη μποζονική Hamiltonian

Ĥ =

N∑
n=0

cn(â†â)n, (5.80)

όπου cn είναι πραγματικές σταθερές και N είναι αυθαίρετος θετικός ακέραιος,

σύμφωνα με τα παραπάνω το κλασικό σύμβολο που πρέπει να χρησιμοποιήσουμε

στο ολοκλήρωμα διαδρομών είναι
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Hcl =

N∑
n=0

cn(|z|2 − 1

2
)n. (5.81)

Η συνάρτηση επιμερισμού ορισμένη με ολοκλήρωμα διαδρομών -θα την υπολο-

γίσουμε στο φανταστικό χρόνο, αλλά φυσικά μπορούμε πάντα να περάσουμε στον

πραγματικό όπως έχουμε εξηγήσει- είναι

Z =

∫
pbc

Dz∗Dzexp[−
∫ β

0

dτ(
z∗ż − ż∗z

2
+Hcl)] =

∫
pbc

Dz∗Dzexp[−
∫ β

0

dτ(
z∗ż − ż∗z

2
+

N∑
n=0

cn(|z|2 − 1

2
)n)]. (5.82)

Εισάγουμε τις ταυτότητες [44], [45], [46]

1 =

∫
Dζδ[ζ − |z|2], (5.83)

δ[ζ − |z|2] =

∫
Dσe−i

∫ β
0
dτσ(ζ−|z|2)

(5.84)

και λαμβάνουμε

Z =

∫
DζDσe−

∫ β
0
dτ [iσζ+

∑N
n=0 cn(ζ− 1

2 )n]

∫
pbc

D2zexp[−
∫ β

0

dτ(
z∗ż − ż∗z

2
−iσ|z|2)].

(5.85)

Το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι γνωστό από το Τρίτο κεφάλαιο, επομένως

χρησιμοποιούμε κατευθείαν την τιμή του και προκύπτει:

Z =

∞∑
m=0

∫
DζDσe−

∫ β
0
dτ [iσ(ζ−m− 1

2 )+
∑N
n=0 cn(ζ− 1

2 )n]. (5.86)

Το ολοκλήρωμα διαδρομών ως προς το βοηθητικό πεδίο σ μπορεί εύκολα να υ-

πολογιστεί μέσω της ταυτότητας από την οποία εισήχθη. Το αποτέλεσμα είναι

δ[ζ −m− 1
2 ], δηλαδή το ζ παίρνει την τιμή m+ 1

2 , κάτι που επιτρέπει να γίνει και

η τελευταία ολοκλήρωση. ΄Ετσι προκύπτει το αποτέλεσμα

Z =

∞∑
m=0

e−β
∑N
n=0 cnm

n

. (5.87)

Αυτό το αποτέλεσμα είναι φυσικά το σωστό, όπως μπορεί πολύ εύκολα να

ελεγχθεί από τον εναλλακτικό υπολογισμό της συνάρτησης επιμερισμού. Πράγ-

ματι, προφανώς οι ιδιοτιμές του αριθμητικού τελεστή είναι απλώς οι μη αρνητικοί

ακέραιοι, οπότε οι ιδιοτιμές της γενικής μας Hamiltonian είναι οι
∑N
n=0 cnm

n
,



58 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΒΑΝΤΩΣΗ

όπου m = 0, 1, ...,∞ και άρα η συνάρτηση επιμερισμού είναι ακριβώς αυτή που

μόλις βρήκαμε. ΄Ετσι, επαληθεύουμε και τα αποτελέσματα του Τρίτου κεφαλαίου

-η Hamiltonian Bose-Hubbard είναι απλώς μια υποπερίπτωση της πολύ γενικής

μορφής που μόλις μελετήσαμε, και φυσικά αντικαθιστώντας με τις αντίστοιχες τι-

μές τις αυθαίρετες σταθερές μας, βρίσκουμε σωστά και τη δική της συνάρτηση

επιμερισμού.

Ανακεφαλαιώνουμε τα παραπάνω: λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την ικανότητα εύρεσης

του κλασικού συμβόλου κάποιας δύναμης Ερμητιανού τελεστή το κλασικό σύμβολο

του οποίου είναι γνωστό, καθώς και τη γραμμικότητα του χάρτη για τελεστές που

μετατίθενται, έχουμε καταφέρει να βρούμε μια συνταγή που αποδίδει το κλασικό

σύμβολο που πρέπει να μπει στο ολοκλήρωμα διαδρομών για μια ευρεία γκάμα

τελεστών. Συγκεκριμένα, η ανταπόκριση για το γενικότερο δυνατό τελεστή που

έχουμε βρει είναι:

F̂ =

N∑
j=0

lj(kâ
†â+câ+c∗â†+d)j ↔ Q−1(F̂ ) =

N∑
j=0

lj
[
k(|z|2− 1

2
)+cz+c∗z∗+d

]j
(5.88)

όπου k, lj , d πραγματικοί αριθμοί, c μιγαδικός. Σημειώνεται ότι όντως πρόκει-

ται για ανταπόκριση, διότι για αυτούς τους τελεστές ο χάρτης είναι αντιστρέψι-

μος. Ο λόγος είναι ότι οποιοιδήποτε τελεστές στη μορφή του πρώτου μέλους

της παραπάνω ισότητας μετατίθενται, ενώ οποιεσδήποτε συναρτήσεις στη μορφή

του δεύτερου μέλους της έχουν μηδενική αγκύλη Poisson. Επομένως, η συνθήκη

ισομορφισμού μεταξύ των αλγεβρών Lie -η οποία εμφάνισε τις ασυνέπειες στο Θε-

ώρημα Groenewold- εδώ ισχύει τετριμμένα, οπότε ο χάρτης για αυτές τις μορφές

σέβεται τις συνθήκες του Dirac για συνεπή κβάντωση.

΄Ομως εκτός αυτού, ενδιαφερόμαστε και για συστήματα που οι Hamiltonians
τους περιέχουν αλληλεπιδράσεις. Οποιοσδήποτε έχει έστω και λίγη εξοικείωση με

συστήματα κβαντικής μηχανικής γνωρίζει πολύ καλά ότι συχνά οι υπολογισμοί για

αυτά είναι πολύ δύσκολο να γίνουν με αναλυτικές μεθόδους. Τέτοια συστήματα ε-

ίναι φερ΄ ειπείν αυτά που περιγράφουν αλληλεπιδράσεις μεταξύ σωματιδίων, θερμικά

συστήματα κλπ. Επίσης, μας αφορούν και συστήματα οι παράμετροι των οποίων

εξαρτώνται από το χρόνο. Την ίδια στιγμή, η εξέλιξη αυτών των συστημάτων δε

μπορούσε να εκφραστεί μέσω της γλώσσας των ολοκληρωμάτων διαδρομών, με α-

ποτέλεσμα να μη μελετώνται καθόλου ή να μελετώνται με πάρα πολλές δυσκολίες.

Είναι φυσικά ευνόητο το πόσο σημαντικό είναι να μπορεί κανείς να διαχειριστεί

τέτοια συστήματα. Το ενδιαφέρον από τη σκοπιά της φυσικής συμπυκνωμένης

ύλης είναι τεράστιο, το ίδιο και από αυτή της θεωρίας πεδίου. ΄Οσον αφορά την

κβαντική πληροφορική, η ικανότητα να μελετήσει κανείς συστήματα που περιέχουν

αλληλεπιδράσεις είναι εμβληματικής σημασίας, μιας και θα μπορέσουν να ληφθο-

ύν απαντήσεις για φαινόμενα μείζονος σημασίας όπως η αποσυνοχή, η κβαντική

διεμπλοκή, η ικανότητα μετεγγραφής καταστάσεων, η τοπολογική προστασία κα.

Επίσης, θα γίνει εφικτή μια συνεπής μελέτη συστημάτων πεπερασμένης θερμοκρα-

σίας, μιας και αυτά δεν είναι τίποτα άλλο παρά συστήματα μηδενικής θερμοκρασίας

που αλληλεπιδρούν με κάποιο θερμικό λουτρό. Επομένως, μια συνεπής συνταγή

χαρτογράφησης τελεστών σε κλασικές συναρτήσεις στο ολοκλήρωμα διαδρομών
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εξυπηρετεί, μεταξύ άλλων, στην εύρεση μεθόδων αποθήκευσης και χειραγώγησης

της κβαντικής πληροφορίας.

Η μέθοδος που αναπτύξαμε επιτρέπει τη μελέτη μιας ευρείας γκάμας συστη-

μάτων που περιέχουν όρους αλληλεπίδρασης. Πράγματι, αν έχουμε μια σειρά από

όρους που αντιστοιχούν σε διαφορετικά συστήματα για τους οποίους μπορούμε να

βρούμε το κλασικό σύμβολο που πρέπει να τοποθετηθεί στη δράση, τότε μπορούμε

να διαχειριστούμε και το τανυστικό γινόμενό τους. Επομένως μπορούμε να βρούμε

με συνέπεια το κλασικό σύμβολο όρων του τύπου:

Ô =

N∑
l=1

ωl12...kÔl1 ⊗ Ôl2...⊗ Ôlk, (5.89)

όπου το σύμβολο Ôlj υποδηλώνει κάποιον τελεστή του j-οστού συστήματος που

βρίσκεται στον l-οστό όρο. Οι τελεστές που έχουν να κάνουν με διαφορετικά υπο-

συστήματα δρουν εξ ορισμού σε διαφορετικούς χώρους Hilbert, οπότε αν όλοι οι

τελεστές ενός συγκεκριμένου υποσυστήματος που εμφανίζονται στη Hamiltonian
μπορούν να αποκβαντωθούν ταυτόχρονα, μπορούμε να γράψουμε για το χάρτη μας:

Q−1(Ô) =

N∑
l=1

ωl12...kQ−1(Ôl1)Q−1(Ôl2)...Q−1(Ôlk). (5.90)

Αυτό προφανώς διότι για δύο τελεστές που δρουν σε διαφορετικούς χώρους

Hilbert μπορούμε να δούμε ότι:

Q−1(Ô1Ô2) = lim
ε→0

(
〈
z1
j

∣∣⊗ 〈(z2
j

∣∣)(Ô1 ⊗ Ô2)(
∣∣z1
j

〉
⊗
∣∣z2
j

〉
)

(
〈
z1
j

∣∣⊗ 〈(z2
j

∣∣)(∣∣z1
j

〉
⊗
∣∣z2
j

〉
)

. (5.91)

Αυτή η παρατήρηση μας επιτρέπει να μελετήσουμε όρους αλληλεπίδρασης με-

ταξύ δύο διαφορετικών υποσυστημάτων που περιγράφονται από μποζονικούς τελε-

στές. Μια μορφή ιδιαιτέρως χρήσιμη που περιγράφει την ανταλλαγή μποζονικών

βαθμών ελευθερίας μεταξύ των δύο υποσυστημάτων είναι η (τα σύμβολα a, b είναι

οι ετικέτες των μποζονικών τελεστών των δύο υποσυστημάτων):

Ô = câ† ⊗ b̂+ c∗â⊗ b̂†. (5.92)

Επίσης, όπως εξηγήσαμε, μπορούμε να διαχειριστούμε και όρους που περιέχουν

οποιαδήποτε δύναμη του παραπάνω τελεστή. Περεταίρω, με πιο περίπλοκες τε-

χνικές αναγωγής στην πρώτη δύναμη, αλλά στην ίδια λογική που το κάναμε πριν,

μπορούν να βρεθούν τα κλασικά σύμβολα όρων της μορφής:

Ô = câ†l ⊗ b̂l + c∗âl ⊗ b̂†l. (5.93)

Η δε γενικότερη μορφή που μπορούμε να μελετήσουμε σύμφωνα με όσα είπαμε,

είναι η

Ô =

N∑
l=1

ωl ⊗kj=1 (kj â
†
j âj + cj âj + c∗j â

†
j + dj)

nlj , (5.94)
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όπου ο δείκτης j αναφέρεται στο εκάστοτε υποσύστημα, ο δείκτης l στον όρο

αλληλεπίδρασης και ο nlj στη δύναμη του j-οστού υποσυστήματος στον l-οστό
όρο.

Ανακεφαλαιώνοντας, κατορθώσαμε να επεκτείνουμε τις ανταποκρίσεις μεταξύ

Hamiltonians μποζονικών συστημάτων και κλασικών ποσοτήτων που πρέπει να

εισέλθουν στη δράση στο ολοκλήρωμα διαδρομών, σε ένα εύρος που, απ΄ όσο

γνωρίζουμε, υπερβαίνει το εύρος που έχει επιτύχει οποιαδήποτε άλλη μελέτη στο

παρελθόν. Στο επόμενο κεφάλαιο ακολουθώντας ακριβώς τις ίδιες θεωρήσεις, θα

μελετήσουμε συστήματα spin.



Κεφάλαιο 6

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ SPIN

Τα συστήματα spin είναι εμβληματικής σημασίας στη σύγχρονη φυσική. Οι εφαρ-

μογές τους στη φυσική συμπυκνωμένης ύλης, στην πυρηνική φυσική, στη φυσική

στοιχειωδών σωματιδίων και στη θεωρία πεδίου καθιστούν αδήριτη την ανάγκη

μελέτης τους και την εύρεση εργαλείων για υπολογισμό χρήσιμων ποσοτήτων που

τα αφορούν. Την ίδια στιγμή, αποτελούν πρώτης τάξεως υποψήφιες πλατφόρμες

για πραγμάτωση κβαντικού υπολογισμού, κάτι που εντείνει το ενδιαφέρον για ε-

ύρεση μεθόδων μελέτης ολοκληρωμάτων διαδρομών που τα αφορούν. Παρακάτω

θα επαναλάβουμε ακριβώς τα ίδια βήματα που κάναμε στα προηγούμενα κεφάλαια,

για να συναντήσουμε ακριβώς τα ίδια προβλήματα που είδαμε και στους μποζονι-

κούς ταλαντωτές, ενώ θα εφαρμόσουμε το χάρτη μας για να βρούμε την κλασική

ποσότητα που πρέπει να τοποθετήσουμε στη δράση, αναλόγως της Hamiltonian
-γραμμένης συναρτήσει βαθμών ελευθερίας spin αυτή τη φορά- που μας δίνεται.

6.1 Η συνάρτηση επιμερισμού ενός απλού συ-

στήματος

Θα μπορούσε κανείς να αναρωτηθεί αν τα ίδια προβλήματα που συναντήθηκαν

στους μποζονικούς ταλαντωτές θα εμφανιστούν και όταν μελετάμε ολοκληρώματα

διαδρομών που αφορούν συστήματα spin. Πριν καν γίνει οποιοσδήποτε υπολο-

γισμός, υπάρχει ένα μαθηματικό τέχνασμα που αυτομάτως απαντά σε αυτή την

ερώτηση καταφατικά. Αυτό είναι ο μετασχηματσιμός Holstein-Primakoff [57] ο

οποίος συνδέει τους βαθμούς ελευθερίας spin s με μποζονικούς βαθμούς ελευθε-

ρίας, χρησιμοποιώντας έναν υπόχωρο των καταστάσεων των δεύτερων, διάστασης

ίσης με εκείνης των καταστάσεων των πρώτων:

Ŝz = h̄(s− â†â), (6.1)

Ŝ+ = h̄
√

2s− â†ââ, (6.2)
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Ŝ− = h̄â†
√

2s− â†â. (6.3)

Εδώ οι â†, â είναι οι μποζονικοί τελεστές δημιουργιάς και καταστροφής αντίστοι-

χα, ενώ οι Ŝx, Ŝy, Ŝz είναι οι τελεστές spin στις τρεις διευθύνσεις του χώρου

και Ŝ± = Ŝx ± iŜy. Από τον πρώτο μετασχηματισμό καταλαβαίνουμε ότι αφού ο

τελεστής Ŝz είναι διάστασης 2s+ 1 τέτοιας διάστασης πρέπει να είναι και ο αριθ-

μητικός τελεστής, ο οποίος όμως στην πραγματικότητα είναι άπειρης διάστασης,

οπότε πράγματι αυτός ο μετασχηματισμός μας περιορίζει σε κάποιον υπόχωρό του.

Δε θα ασχοληθούμε με την απόδειξη αυτού το μετασχηματισμού. Αρκούμαστε στο

να αναφέρουμε ότι προκύπτει από την ανάγκη να ικανοποιούνται ταυτόχρονα η άλ-

γεβρα των μποζονικών τελεστών και εκείνη των στροφορμών [Ŝi, Ŝj ] = ih̄εijkŜ
k,

εijk είναι το σύμβολο Levi-Civita -ο πλήρως αντισυμμετρικός τανυστής τρίτης

τάξης. Είναι κατανοητό ότι εφόσον ξέρουμε ότι ο αριθμητικός τελεστής παρου-

σιάζει προβλήματα στο ολοκλήρωμα διαδρομών του, και αφού αυτός συνδέεται με

τους τελεστές spin, παρόμοια προβλήματα θα πρέπει να συναντήσουμε και στο

ολοκλήρωμα διαδρομών για το spin.
Κάποια βασικά εργαλεία για τη μελέτη μας: υπάρχουν και για τα συστήματα

spin τελεστές που κάνουν την ανάλογη δουλειά με τους μποζονικούς -δηλαδή

να ανεβοκατεβάζουν τις καταστάσεις του αριθμητικού τελεστή, το ανάλογο του

οποίου είναι εδώ ο τελεστής Ŝz. Αυτοί δίνονται από τους:

Ŝ± = Ŝx ± iŜy. (6.4)

Η δράση τους στις ιδιοκαταστάσεις |s,m〉, m η ιδιοτιμή του τελεστή Ŝz, είναι:

Ŝ± |s,m〉 = h̄
√
s(s+ 1)−m(m± 1) |s,m± 1〉 . (6.5)

Οι κανονικοποιημένες συνοχικές καταστάσεις spin, [14], [42] κατ΄ αναλογία με τις

μποζονικές, δίνονται από τον τύπο:

|z〉 =
1

(1 + |z|2)s

s∑
j=−s

√
(2s)!

(s− j)!(s+ j)!
zs−j |s, j〉 =

1

(1 + |z|2)s
ezŜ− |s, s〉 .

(6.6)

Αυτές οι συνοχικές καταστάσεις έχουν όλες τις ενδιαφέρουσες ιδιότητες των μπο-

ζονικών: αναλύουν την ταυτότητα και στήνουν υπερπλήρη βάση, κάτι που μπορεί

να αποδείξει κανείς εύκολα:

2s+ 1

π

∫
d2z

(1 + |z|2)2
|z〉 〈z| = Î , (6.7)

〈z1|z2〉 =
(1 + z∗1z2)2s

(1 + |z1|2)s(1 + |z2|2)s
. (6.8)

Ας ξεκινήσουμε από τον απλούστερο δυνατό σύστημα spin, δηλαδή από την

κβαντική Hamiltonian Ĥ = ωŜz. Αυτή περιγράφει ένα σωμάτιο με spin s υπό

την επίδραση σταθερού εξωτερικού μαγνητικού πεδίου, τη διεύθυνση του οποίου
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έχουμε ταυτίσει με τον άξονα z. Θέλουμε να εξετάσουμε αυτό το πρόβλημα υπό

το πρίσμα των συνοχικών καταστάσεων. Το πλάτος μετάβασης σύμφωνα με όσα

είπαμε στα προηγούμενα κεφάλαια είναι (στο συνεχές):

〈zb| e−iT Ĥ/h̄ |za〉 =

∫ z∗(T )=z∗b

z(0)=za

Dµ(z)eΓeiS , (6.9)

όπου

Dµ(z) = lim
N→∞

N+1∏
n=1

2s+ 1

π

∫
d2zn

(1 + |zn|2)2
(6.10)

είναι το σύμβολο ολοκλήρωσης,

Γ = sln
(1 + z∗b z(T ))(1 + zaz

∗(0))

(1 + |zb|2)(1 + |za||2)
(6.11)

είναι ο επιφανειακός όρος και

S =

∫ T

0

dt(is
z∗ż − zż∗

1 + |z|2
−H/h̄) (6.12)

είναι η δράση.

Η αλλαγή στη μορφή του κινητικού όρου της δράσης οφείλεται στη μορφή του

εσωτερικού γινομένου συνοχικών καταστάσεων spin -η βαθύτερη αιτία είναι ότι οι

καταστάσεις spin δε ζουν στο επίπεδο αλλά σε σφαίρα. Είναι κατανοητό ότι αυτό

αυξάνει την πολυπλοκότητα των υπολογισμών, οπότε δε θα τους καταγράψουμε

ενδελεχώς εδώ. Η λογική που θα ακολουθήσουμε είναι ακριβώς η ίδια με αυτή

που ακολουθήσαμε για τον υπολογισμό του πλάτους μετάβασης στον αρμονικό

ταλαντωτή: θα χωρίσουμε το πεδίο σε δύο μέρη, ένα κλασικό -στο οποίο θα απο-

δώσουμε τις συνοριακές συνθήκες και το οποίο θα είναι η λύση των εξισώσεων

Euler-Lagrange- και ένα που θα περιγράφει τις διακυμάνσεις. Φυσικά είμαστε και

πάλι αντιμέτωποι με το ερώτημα τι πρέπει να βάλουμε στο σύμβολο της Hamilto-
nian στη δράση. ΄Οπως είδαμε στη μελέτη του αρμονικού ταλαντωτή, αν ορίσουμε

το ολοκλήρωμα διαδρομών στο συνεχές ακολουθώντας τη συνηθισμένη πορεία, το

σύμβολο που προκύπτει είναι H = 〈z| Ĥ |z〉. Σ΄ αυτή την περίπτωση, για την εν

λόγω Hamiltonian παίρνουμε

H = ωsh̄(1− 2|z|2

1 + |z|2
). (6.13)

Οι δε κλασικές λύσεις προκύπτουν

zc = zae
iωt, (6.14)

z∗c = z∗b e
iω(T−t). (6.15)

Με όλα αυτά ανά χείρας, το πλάτος μετάβασης γίνεται:
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〈zb| e−iT Ĥ/h̄ |za〉 = e−iωTs
(1 + z∗b za)2s

(1 + |za|2)s(1 + |zb|2)s
δ, (6.16)

όπου δ είναι το ολοκλήρωμα διαδρομών στις διακυμάνσεις

δ =

∫
η(0)=η(T )=0

D2ηei
∫ T
0
dt(

i(η∗η̇−η̇∗η)
2 +ω|η|2). (6.17)

Παρατηρήστε ότι το ολοκλήρωμα διαδρομών πάνω στο πεδίο των διακυμάνσεων

είναι ακριβώς ίδιο με εκείνο που θα προέκυπτε για έναν απλό αρμονικό ταλαντωτή

συχνότητας −ω αν ζητούσαμε το πλάτος μετάβασης από το κενό της θεωρίας

στον εαυτό του, ήτοι

〈
0|e+iTω(â†â+ 1

2 )|0
〉

= δ! Επομένως, βρίσκουμε πολύ εύκολα

δ = eiωT/2. Τότε, μπορούμε να υπολογίσουμε τη συνάρτηση επιμερισμού για αυτό

το σύστημα:

Z ′ =
2s+ 1

π

∫
d2z

(1 + |z|2)2
〈z| e−iT Ĥ/h̄ |z〉 = eiωT/2

s∑
j=−s

e−iωTj . (6.18)

΄Ομως μπορούμε να υπολογίσουμε τη συνάρτηση επιμερισμού και απευθείας από

τις ενέργειες. Με αυτό τον τρόπο, είναι προφανές ότι

Z =

s∑
j=−s

e−iωTj (6.19)

Αυτό υποδεικνύει ότι και σε αυτή την περίπτωση εμφανίζεται ασυνέπεια ακο-

λουθώντας τη συνήθη διαδικασία. ΄Οπως θα πρέπει να έχει γίνει σαφές από τις

επισημάνσεις του τρίτου κεφαλαίου, υπεύθυνη γι΄ αυτή την ασυνέπεια είναι η αφε-

λής αντικατάσταση του συμβόλου H στη δράση με τη μέση τιμή της Hamiltonian
στις συνοχικές καταστάσεις -η οποία προκύπτει αν το φετάρισμα γίνει εισάγοντας

τις ταυτότητες ανάμεσα στις φέτες. Εξηγήσαμε ήδη ότι αυτή η αφελής αντικα-

τάσταση, όταν διαχειριζόμαστε συνοχικές καταστάσεις, θα επιφέρει προβλήματα.

6.2 Επιδορθώσεις

Μια μέθοδος επιδιόρθωσης, υπό το φως του μετασχηματισμού Holstein-Primakoff
θα πρέπει να είναι ήδη προφανής. Ο μετασχηματισμός αυτός μας επιτρέπει να

γράψουμε κάθε Hamiltonian που περιέχει spin συναρτήσει μποζονικών τελεστών.

Κατόπιν, αν υποθέσουμε ότι μπορούμε να διαχειριστούμε τα ριζικά στο μετασχη-

ματισμό, μπορούμε να αξιοποιήσουμε τις μεθόδους του προηγούμενου κεφαλαίου

και να επιλύσουμε το αντίστοιχο ολοκλήρωμα διαδρομών με χρήση μποζονικών

συνοχικών καταστάσεων αυτή τη φορά, λαμβάνοντας πάντα υπ΄ όψιν ότι είμαστε

περιορισμένοι σε έναν υπόχωρο του χώρου Hilbert. Επίσης, έχει προταθεί το

πέρασμα σε μποζονικούς τελεστές και κατόπιν σε τελεστές θέσης και ορμής, το

οποίο όπως εξηγήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο είναι, τουλάχιστον σε κάποιες

περιπτώσεις, εφικτό[17].
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Ωστόσο, και με τις δυο αυτές μεθόδους, είναι σαφές ότι δε γράφουμε το ολο-

κλήρωμα διαδρομών που αφορά Hamiltonians spin απευθείας στο συνεχές. Για

να πετύχουμε κάτι τέτοιο εφαρμόζουμε τη μέθοδο της αντίστροφης γεωμετρικής

κβάντωσης που προτάθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Σ΄ αυτή την περίπτωση ο κινητικός όρος είναι

is
z∗ż − ż∗z
1 + |z|2

. (6.20)

Οι γενήτορες του spin ικανοποιούν την άλγεβρα su(2). Την ίδια άλγεβρα ικανο-

ποιούν και οι γενήτορες των ισομετριών σε μια 2-σφαίρα. Οπότε ένα σύστημα spin
είναι ισοδύναμο με ένα σύστημα που κινείται πάνω σε μια 2-σφαίρα, η οποία είναι

και η κλασική πολλαπλότητα που αντιστοιχεί σε ένα σύστημα spin. Αυτός είναι και

ο βαθύτερος λόγος που ο κινητικός όρος έχει τη συγκεκριμένη μορφή, αφού όπως

είπαμε η μορφή του συνδέεται με τη δομή της κλασικής πολλαπλότητας. Αυτός ο

κινητικός όρος υποδεικνύει το συμπλεκτικό δυναμικό

A = is
z∗dz − zdz∗

1 + |z|2
. (6.21)

Επίσης, ενθυμούμενοι ότι ενδιαφερόμαστε για τις ολομορφικά πολωμένες συνοχι-

κές καταστάσεις, οι καταστάσεις που μας αφορούν στην πραγματικότητα εδώ είναι

οι μη κανονικοποιημένες:

|z〉 =

s∑
j=−s

√
(2s)!

(s− j)!(s+ j)!
zs−j |s, j〉 , (6.22)

διότι η συνθήκη ολομορφικής πόλωσης δίνει

(∂z∗ + iAz∗)ψ = 0⇒ ψ =
1

(1 + |z|2)s
φ(z). (6.23)

Ο παράγοντας κανονικοποίησης μετά απ΄ αυτή τη θεώρηση εγκολπώνεται στην

ταυτότητα, η οποία γίνεται:

2s+ 1

π

∫
dz ∧ dz∗

(1 + |z|2)2
e−2sln(1+|z|2) |z〉 〈z| = Î . (6.24)

Θα εφαρμόσουμε για τους τελεστές που αφορούν το spin τη σχέση (5.13), η

οποία είναι γενικότερης ισχύος. ΄Οπως είπαμε, οι συντεταγμένες που εμφανίζονται

στον τύπο αναφέρονται μόνο σε εκείνες πάνω στις οποίες έγινε η πόλωση, οπότε

οι ποσότητες που μας αφορούν εδώ είναι

Az =
isz∗

1 + |z|2
, (6.25)

ξz =
i(1 + |z|2)2

2s

∂f

∂z∗
. (6.26)
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Για τους τελεστές spin Ŝx, Ŝy, Ŝz μπορούμε να δούμε ότι η δράση τους πάνω

στις μη κανονικοποιημένες συνοχικές καταστάσεις γράφεται

1− z2

2

∂

∂z
+ sz, (6.27)

i
1 + z2

2

∂

∂z
− isz, (6.28)

− z ∂
∂z

+ s, (6.29)

αντίστοιχα. Σημειώνεται και πάλι ότι αυτή η γραφή δεν είναι αναπαράσταση των

τελεστών spin υπό την έννοια της θεωρίας ομάδων, αλλά απλώς η δράση τους στις

μη κανονικοποιημένες συνοχικές καταστάσεις.

Για τον Ŝx ο τύπος (5.13) δίνει:

1− z2

2

∂

∂z
+ sz =

(1 + |z|2)2

2s

∂f

∂z∗
∂

∂z
− (1 + |z|2)2z∗

∂f

∂z∗
+ f − i

2
∂zξ

z. (6.30)

Απαιτώντας αυτή να ισχύει για κάθε z και εξισώνοντας τις συναρτήσεις που συ-

νοδεύουν τη μερική παράγωγο, λαμβάνουμε ότι f = s z+z
∗

1+|z|2 + g(z). Αξιοποιώντας

αυτό και την παραπάνω εξίσωση, προκύπτει g = z
2 . ΄Ετσι:

Q̂−1(Ŝx) = s
z + z∗

1 + |z|2
+
z

2
. (6.31)

Ακριβώς με την ίδια διαδικασία βρίσκουμε

Q̂−1(Ŝy) = is
z∗ − z
1 + |z|2

− iz

2
, (6.32)

Q̂−1(Ŝz) = s
1− |z|2

1 + |z|2
+

1

2
. (6.33)

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουμε όμως το εξής: οι τελεστές Ŝx, Ŝy αντιστοιχούν

σε πεδία που δε διατηρούν την πόλωση, επομένως το αποτέλεσμά μας είναι ανα-

ξιόπιστο, και δεν πρέπει να χρησιμοποιηθεί. Αντίθετα, το αποτέλεσμα για τον Ŝz

είναι συνεπές και άρα μπορεί να αξιοποιηθεί.

Υπό το φως του μετασχηματισμού Holstein-Primakoff το αποτέλεσμα αυτό

δε θα πρέπει να προκαλεί έκπληξη: η διόρθωση της μέσης τιμής του Ŝz πάνω

στις -spin- συνοχικές καταστάσεις είναι ακριβώς αντίθετη από εκείνη της μέσης

τιμής του αριθμητικού τελεστή πάνω στις -μποζονικές- συνοχικές καταστάσεις.

Αυτό είναι αναμενόμενο αφού σύμφωνα με τον προαναφερθέντα μετασχηματισμό το

άθροισμα αριθμητικού τελεστή και Ŝz είναι ίσο με μια σταθερά, η οποία προφανώς

δε λαμβάνει καμία διόρθωση. Είναι επομένως ικανοποιητικό το ότι το αποτέλεσμα

που προέκυψε είναι συμβατό με το μετασχηματισμό.

Τώρα, αν για τον υπολογισμό του πλάτους μετάβασης του spin σε μαγνητικό

πεδίο χρησιμοποιήσουμε την ανταπόκριση που βρήκαμε, είναι ευνόητο ότι η όλη
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διαδικασία προχωρά ακριβώς όπως έγινε στην προηγούμενη ενότητα, μόνο που

το πλάτος (6.16) περιέχει έναν ακόμη όρο e−iωT/2. ΄Οπως είπαμε, ο παράγοντας

που αντιστοιχεί στο ολοκλήρωμα διαδρομών ως προς το πεδίο των διακυμάνσεων

ισούται έναν παράγοντα φάσης αντίθετο με αυτόν, επομένως θα προκύψει το σωστό

αποτέλεσμα.

΄Οπως επισημάνθηκε ήδη, η τεχνική της αντίστροφης γεωμετρικής κβάντω-

σης δουλεύει μόνο για τελεστές που έχουν μόνο μέχρι πρώτης τάξης παραγώγους,

δηλαδή μόνο για Hamiltonians που έχουν την προβολή του spin στην πρώτη δύνα-

μη. Ωστόσο, ακριβώς όπως στη μποζονική περίπτωση, με αναλυτικές μεθόδους

στο πλαίσιο του ολοκληρώματος διαδρομών, η τεχνική μπορεί να επεκταθεί απο-

δίδοντας σωστά αποτελέσματα για οποιαδήποτε δύναμη κάποιας προβολής spin. Ο

λόγος που αναφερόμαστε σε τυχούσα προβολή του spin, παρόλο που παραπάνω

δείξαμε ότι συμπεριφέρεται καλά μόνο μια συγκεκριμένη, μπορεί να είναι από τώρα

προφανής, ωστόσο θα εξηγηθεί και παρακάτω.

Πριν καταστρώσουμε ένα χάρτη που να μας δίνει τα Hamiltonian σύμβολα στη

δράση για συστήματα spin, ένα ενδιαφέρον σχόλιο το οποίο δε θα μπορούσαμε

να είχαμε κάνει στα μποζονικά συστήματα: όπως είπαμε, υπάρχουν δύο τρόποι

να αποφανθεί κανείς για τη σύνδεση: ο ένας είναι από τη 2-μορφή της πολλα-

πλότητας -στην ουσία το μέτρο ολοκλήρωσης- και ο άλλος από τον κινητικό όρο

στη δράση. Στην περίπτωση των μποζονίων, οι δύο αυτοί τρόποι έδιναν το ίδιο

ακριβώς αποτέλεσμα. Εδώ όμως δεν είναι έτσι. Ας θυμηθούμε την ανάλυση της

ταυτότητας:

2s+ 1

π

∫
d2z

(1 + |z|2)2
e−2sln(1+|z|2) |z〉 〈z| = Î . (6.34)

΄Ομως, στο προηγούμενο κεφάλαιο, είδαμε πώς να βρίσκουμε την ανάλυση της

ταυτότητας για μια πολλαπλότητα με γνωστό μέτρο ολοκλήρωσης. Εδώ είμαστε

στη 2-σφαίρα, οπότε σ΄ αυτή την περίπτωση μπορούμε να βρούμε ως ανάλυση της

ταυτότητας:

k′
∫

dz ∧ dz∗

(1 + |z|2)
e−Y (z,z∗) |z〉 〈z| = Î . (6.35)

Απαιτώντας αυτές οι δύο να ταυτίζονται, προφανώς

Y = (2s+ 1)ln(1 + |z|2). (6.36)

΄Ομως, όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, η Y ορίστηκε μέσω της συνθήκης

ολομορφικής πόλωσης, δηλαδή από την απαίτηση η συναλλοίωτη παράγωγος ως

προς την αντιολομορφική συντεταγμένη να είναι 0. ΄Αρα, με γνώση της μπορούμε

να λάβουμε τη σύνδεση. Εδώ, αν αποφασίσουμε να βρούμε τη σύνδεση κατά την

κατασκευή του συναρτησιακού μέτρου ολοκλήρωσης, εύκολα μπορούμε να δούμε

ότι

A′ = (s+
1

2
)

i

1 + |z|2
(z∗dz − zdz∗), (6.37)
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η οποία διαφέρει από τη σύνδεση που χρησιμοποιήσαμε παραπάνω (η γνώση της

Y μας έδωσε την Az∗ , και για την Az χρησιμοποιήσαμε την αντισυμμετρία της 2

-μορφής). Αυτή είναι ευνόητο ότι θα έδινε διαφορετικό Hamiltonian σύμβολο -στη

θέση του s θα είχαμε s+ 1
2 αφού αυτή είναι η αλλαγή στη νέα σύνδεση σε σχέση

με την προηγούμενη. Προφανέστατα αυτό το σύμβολο δεν αναπαράγει τη σωστή

συνάρτηση επιμερισμού για το σύστημα που μελετήσαμε. Συγκεκριμένα αποδίδει

τη συνάρτηση επιμερισμού ενός σωματιδίου που έχει spin 1
2 μεγαλύτερο από το

πραγματικό.

Αυτό καθορίζει υπεράνω πάσης αμφιβολίας ότι η ανάγνωση της σύνδεσης πρέπει

να γίνει από τον κινητικό όρο και όχι από το μέτρο ολοκλήρωσης. Αυτό δεν προ-

καλέι ιδιαίτερη έκπληξη: ο κινητικός όρος είναι που συνδέεται απευθείας με την

κλασική μηχανική -η οποία εγκολπώνεται στη δράση- και άρα είναι πολύ πιο εύλογο

αυτός να μας δέιξει τη δομή της πολλαπλότητας όπως περιγράφεται από τη σύνδε-

ση. Αυτό επίσης υποδεικνύει ότι, όσον αφορά το μέτρο ολοκλήρωσης, η σύνδεση

κάποιου τελεστή με κάποια κλασική συνάρτηση δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένη.

Μονοσήμαντα ορισμένη είναι η σύνδεση τελεστή και κλασικής συνάρτησης μόνο

αν επιλεχθεί μέσω της συμπλεκτικής δομής κάποια συγκεκριμένη πολλαπλότητα.

Με το να διαβάζουμε τη σύνδεση από τον κινητικό όρο κάνουμε ακριβώς αυτό: ε-

πιλέγουμε μια συγκεκριμένη πολλαπλότητα, και μάλιστα την πλέον εύλογη μιας και

η επιλογή γίνεται κατευθείαν από τη μορφή του κινητικού όρου, ο οποίος βρίσκεται

στη δράση.

Επισημαίνουμε εκ νέου ότι καταφέραμε να πάρουμε αποτέλεσμα που διατηρεί

την πόλωση -και άρα είναι αξιόπιστο για χρήση- μόνο για τον έναν από τους τρεις

γενήτορες της άλγεβρας στροφορμών. Αυτό δε θα έπρεπε να προκαλεί ιδιαίτερη

έκπληξη: αφενός υπάρχει ο μετασχηματισμός Holstein-Primakoff ο οποίος συνδέει

τους Ŝx, Ŝy με ρίζες τελεστών, το οποίο προδιαθέτει πως κάπου θα εμφανιστεί

κάποιο πρόβλημα. Αφετέρου, αν παρατηρήσει κανείς πιο προσεκτικά τα όσα έγιναν

παραπάνω, στην πραγματικότητα δε διαχειριστήκαμε τους τρεις γενήτορες ισοδύνα-

μα. Ακραιφνής εκδήλωση αυτού είναι το ότι γράψαμε τις συνοχικές καταστάσεις

πάνω στη βάση των ιδιοκαταστάσεων του Ŝz. ΄Ομως, είναι ευνόητο ότι έχουμε

το δικαίωμα να τις γράψουμε, εναλλακτικά, πάνω στη βάση των ιδιοκαταστάσεων

οποιουδήποτε στοιχείου Ŝz
′
της άλγεβρας su(2). Αυτό είναι πολύ πιο εύληπτο αν

το δούμε υπό όρους στροφών. ΄Οντως, ας θεωρήσουμε ένα στοιχείο της άλγεβρας

su(2), δηλαδή κάποιο σταθερό γραμμικό συνδυασμό των τριών γενητόρων:

Ĥ = aŜx + bŜy + cŜz. (6.38)

Με μια κατάλληλη στροφή μπορούμε να δούμε ότι αυτό μπορεί να γραφεί ως Ĥ =
ωŜz

′
, ω =

√
|a|2 + |b|2 + |c|2. Απο ΄κει και πέρα μπορούμε να επαναλάβουμε

την όλη διαδικασία, απλά αυτή τη φορά γράφοντας τις συνοχικές καταστάσεις ως

γραμμικούς συνδυασμούς των ιδιοκαταστάσεων του νέου Ŝz
′
.

Τέλος, σημειώνουμε ότι υπάρχει και για τα συστήματα spin Θεώρημα Groe-
newold. Η απόδειξή του είναι πιο περίπλοκη οπότε δε θα την καταγράψουμε.

Αναφέρουμε απλώς ότι στην πολλαπλότητα της 2-σφαίρας το μέγιστο υποσύνολο

που μπορεί να αποκβαντωθεί με συνέπεια είναι απλώς εκείνο που περιέχει τις προ-

βολές του spin στις τρεις διευθύνσεις και την ταυτότητα. Δηλαδή σε αυτή την
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πολλαπλότητα οι ασυνέπειες εμφανίζονται ήδη μόλις φτάσουμε σε τελεστές που

είναι πολυώνυμα δεύτερης τάξης ως προς τους τελεστές spin.

6.3 ΄Ενας χάρτης για συστήματα spin

΄Οπως είδαμε στο Τέταρτο κεφάλαιο, στα πλαίσια του ολοκληρώματος διαδρομών

είναι εφικτό να βρούμε τα κλασικά σύμβολα που πρέπει να εισαχθούν στη δράση για

μια ευρεία γκάμα μποζονικών τελεστών. Επειδή οι τελεστές spin είναι Ερμητια-

νοί, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την (5.79) και να αποκβαντώσουμε επιτυχώς

ανώτερες δυνάμεις του τελεστή spin σε κάποια διεύθυνση. ΄Ετσι, μπορούμε να

βρούμε κι εδώ ένα χάρτη, πολύ ευρύτερο από τους μέχρι τώρα γνωστούς, συγκε-

κριμένα την ανταπόκριση:

(Ŝz)n ↔
(
s

1− |z|2

1 + |z|2
+

1

2

)n
, (6.39)

όπου n μη αρνητικός ακέραιος. Τονίζουμε για μια ακόμη φορά ότι αυτή η α-

νταπόκριση προέκυψε με αλγεβρικές τεχνικές στο ολοκλήρωμα διαδρομών και δεν

είναι, απαραίτητα, γενικότερης ισχύος. Ωστόσο, σέβεται όλες τις συνθήκες του

Dirac διότι ξεκάθαρα οποιοιδήποτε τελεστές στη μορφή του πρώτου της μέλους

μετατίθενται και οποιεσδήποτε συναρτήσεις στη μορφή του δεύτερου έχουν μηδε-

νική αγκύλη Poisson, οπότε η συνθήκη της άλγεβρας ομοιομορφισμών ισχύει για

αυτά τα σετ.

΄Οπως και στις αλληλεπιδράσεις μεταξύ μποζονικών πεδίων, μπορούμε να δια-

χειριστούμε και όρους αλληλεπίδρασης spin διαφορετικών υποσυστημάτων, μόνο

που εδώ οι δυνατότητές μας είναι πιο περιορισμένες λόγω της ανάγκης της επιλο-

γής συγκεκριμένης διεύθυνσης spin που θα αποκβαντωθεί για κάθε υποσύστημα.

Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα τανυστικό γινόμενο γενητόρων της su(2)
διαφορετικών υποσυστημάτων. Τότε, ακριβώς με τη λογική που ακολουθήσα-

με στις μποζονικές αλληλεπιδράσεις, επειδή κάθε γενήτορας δρα σε διαφορετικό

χώρο Hlibert:

Q−1(ω12...k(Ŝz1)a1⊗(Ŝz2)a2 ...⊗(Ŝz)ak) = ω12...k[Q̂−1(Ŝz1)]a1 [Q̂−1(Ŝz2)]a2 ...[Q̂−1(Ŝzk)]ak ,
(6.40)

(Ŝzl)al είναι ο τελεστής του l-οστού συστήματος, ο οποίος συμμετέχει στην αλ-

ληλεπίδραση, υψωμένος στη δύναμη al.

Ιδιαίτερη μνεία χρειάζονται οι περιπτώσεις γραμμικών συνδυασμών τέτοιων

όρων. Αυτοί δε μπορούν να αποκβαντωθούν με συνέπεια, παρά μόνο αν σε όλους

του όρους του γραμμικού συνδυασμού συμμετέχει, για κάθε υποσύστημα, η προ-

βολή του spin το πολύ σε μία διεύθυνση. Ωστόσο, στην περίπτωση που αυτό είναι

αληθές, η κβαντική Hamiltonian μπορεί να αποκβαντωθεί επιτυχώς ανεξαρτήτως

του σε ποια δύναμη και του σε πόσους και σε ποιους όρους εμφανίζεται ο κάθε

γενήτορας.
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΄Ετσι, η γενικότερη μορφή αλληλεπίδρασης που μπορούμε να αποκβαντώσουμε

επιτυχώς είναι

Ô =

N∑
l=1

ωl(Ŝ
z1)nl1 ⊗ (Ŝz2)nl2 ...⊗ (Ŝzk)nlk , (6.41)

όπου ο (Ŝzj)m συμβολίζει την m-οστή δύναμη της -μοναδικής- προβολής spin του

j-οστού συστήματος που συμμετέχει στη Hamiltonian, και φυσικά το άθροισμα

είναι πάνω σε όλους τους όρους αλληλεπιδράσεων. Σημειώστε ότι εμφανίζεται

σε όλους τους όρους το πολύ ένας γενήτορας -δηλαδή προβολή spin το πολύ σε

μία διεύθυνση, την οποία ως συνήθως ταυτοποιούμε με τον άξονα των z- ακριβώς

όπως πρέπει για συνεπή αποκβάντωση. Τέτοιες αλληλεπιδράσεις μπορούν να α-

ποκβαντωθούν διότι οι τελεστές spin που αφορούν διαφορετικά υποσυστήματα εξ

ορισμού μετατίθενται μεταξύ τους -οι χώροι Hilbert τους είναι διαφορετικοί.

Η χρησιμότητα της μελέτης συστημάτων spin που αλληλεπιδρούν είναι συγκλο-

νιστική για τη φυσική της κβαντικής πληροφορικής, όπου γίνονται προσπάθειες για

κωδικοποίηση της πληροφορίας σε βαθμούς ελευθερίας spin. Πλέον, φαινόμενα

όπως ο θόρυβος και η αποσυνοχή που προκαλεί το περιβάλλον μπορούν να μελε-

τηθούν με ολοκληρώματα διαδρομών όταν οι αναλυτικές τεχνικές είναι ασαφείς ή

δε μπορούν να αποδώσουν αποτελέσματα, εφόσον βέβαια οι όροι αλληλεπίδρασης

πληρούν τις προϋποθέσεις που αναφέραμε παραπάνω.



Κεφάλαιο 7

ΦΕΡΜΙΟΝΙΚΑ

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ

ΔΙΑΔΡΟΜΩΝ ΚΑΙ

ΦΕΡΜΙΟΝΙΑ MAJORANA

Στα προηγούμενα κεφάλαια είδαμε πώς να διαχειριστούμε το ολοκλήρωμα διαδρο-

μών που αντιστοιχεί σε Hamiltonians γραμμένες συναρτήσει μποζονικών τελε-

στών δημιουργίας και καταστροφής και τελεστών spin -ακριβέστερα είδαμε μέσω

του χάρτη που προτάθηκε παραπάνω σε ποιες περιπτώσεις είναι κάτι τέτοιο εφικτό.

΄Οπως είδαμε, όλα τα προβλήματα και οι ασυνέπειες που εντοπίστηκαν παραπάνω

πηγάζουν από το ότι οι πιθανές διατάξεις ίδιων τελεστών δεν είναι ισοδύναμες.

Σε αυτό το σημείο θα περάσουμε σε συστήματα η Hamiltonian των οποίων

είναι γραμμένη συναρτήσει φερμιονικών τελεστών. ΄Οπως θα δούμε αμέσως τα συ-

στήματα αυτά έχουν ιδιότητες οι οποίες απλοποιούν δραστικά τους υπολογισμούς

και έτσι είναι μια πρώτης τάξεως ευκαιρία να τα δούμε αναλυτικά και να ελέγξουμε

αν οι ασυνέπειες που έχουν ήδη εντοπιστεί στις άλλες κατηγορίες συστημάτων

εμμένουν και εδώ.

7.1 Φερμιονικά πεδία και μεταβλητές Grass-
mann

Φερμιόνια ονομάζονται τα σωματίδια που έχουν spin ημιακέραιο πολλαπλάσιο του

h̄ (εν αντιθέσει με τα μποζόνια που το spin τους είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του h̄)
ή από τη σκοπιά της στατιστικής φυσικής τα σωματίδια δύο ή περισσότερα εκ των

οποίων δε μπορούν να καταλαμβάνουν ποτέ την ίδια κατάσταση (Απαγορευτική

Αρχή του Pauli). Σωματίδια μποζονικής φύσεως, αντιθέτως, δεν έχουν κανέναν

τέτοιο περιορισμό και οποιοσδήποτε αριθμός τους μπορεί να καταλαμβάνει την ίδια

71
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κατάσταση. Αυτό γραμμένο υπό όρους αριθμητικού τελεστή είναι προφανές τι ση-

μαίνει: στα μποζονικά συστήματα η ετικέτα μιας ιδιοκατάστασης του αριθμητικού

τελεστή ήταν ένας ακέραιος μεγαλύτερος ή ίσος με το 0 κωδικοποιώντας ότι ο-

ποιοσδήποτε αριθμός μποζονικών βαθμών ελευθερίας μπορεί να καταλαμβάνει την

ίδια κατάσταση. Προφανώς στα φερμιονικά συστήματα αυτό αλλάζει. Πλέον μια

κατάσταση μπορεί να καταληφθεί το πολύ από ένα φερμιόνιο, επομένως ο αριθμη-

τικός τελεστής -σημειώνουμε ότι έχει και εδώ την ίδια μορφή â†â με τα μποζονικά

συστήματα- μπορεί να πάρει δύο ετικέτες: n = 0, n = 1. Για να συμβεί αυτό

απαιτείται να αλλάξει η άλγεβρα των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής. Η

φερμιονική άλγεβρα είναι: {
â†, â†

}
= {â, â} = 0, (7.1)

{
â†, â

}
= 1, (7.2)

όπου οι αγκύλες κωδικοποιούν τον αντιμεταθέτη

{
Â, B̂

}
= ÂB̂ + B̂Â.

Παρατηρήστε ότι η πρώτη εξ αυτών υπονοεί ότι το τετράγωνο -και κατ΄ επέκτα-

ση κάθε υψηλότερη δύναμη- ενός φερμιονικού τελεστή είναι ίσο με μηδέν. Αυτό

είναι μια κομψή κωδικοποίηση του ότι δεν υπάρχουν πάνω από δύο διαθέσιμες

ιδιοκαταστάσεις του αριθμητικού τελεστή φερμιονικών συστημάτων: αφού οι τε-

λεστές δημιουργίας και καταστροφής δημιουργούν και καταστρέφουν αντίστοιχα

ένα σωματίδιο, διπλή εφαρμογή κάποιου εξ αυτών σημαίνει διαδοχική δημιουργία ή

καταστροφή δύο σωματιδίων, που όπως είπαμε απαγορεύεται αφού δυο φερμιόνια

δε μπορούν να καταλάβουν την ίδια κατάσταση. Αυτό σημαίνει ότι ο χώρος Hilbert
των φερμιονίων στήνεται μόνο από δύο καταστάσεις, τις |0〉, |1〉. Με χρήση της

φερμιονικής άλγεβρας είναι πολυ εύκολο να δείξουμε ότι:

â |0〉 = 0, (7.3)

â† |0〉 = |1〉 , (7.4)

â |1〉 = |0〉 , (7.5)

â† |1〉 = 0. (7.6)

΄Οταν θα συζητήσουμε για το ολοκλήρωμα διαδρομών φερμιονικών συστη-

μάτων, θα χρειαστεί να εγκολπώσουμε την αντιμεταθετική δομή των φερμιονικών

τελεστών σε μεταβλητές ολοκλήρωσης. Αυτό μπορεί να γίνει με τις λεγόμενες

μεταβλητές Grassmann οι οποίες ορίζονται από την απαίτηση να αντιμετατίθενται,

δηλαδή για δύο τέτοιες να ισχύει u1u2 = −u2u1. Αυτή τις καθιστά φυσικά μηδε-

νοδύναμες u2 = 0. Αυτό σημαίνει ότι και κάθε ανώτερη δύναμή τους είναι επίσης

μηδενική, το οποίο παρέχει μια σειρά από χρήσιμες ιδιότητες.

Μια απ΄ αυτές είναι ότι μια συνάρτηση κάποιας μεταβλητής Grassmann έχει

ανάπτυγμα Taylor που φτάνει το πολύ μέχρι πρώτη δύναμη -αφού η μεταβλητή
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ως προς την οποία αναπτύσσουμε είναι μηδενοδύναμη μπορούν να υπάρχουν μόνο

πολυώνυμα μέχρι πρώτης τάξης ως προς αυτήν. ΄Ετσι, τα αναπτύγματα Taylor εδώ
λαμβάνουν την εξαιρετικά βολική μορφή

F (u) = F0 + F1u. (7.7)

Προφανώς F0 = F (0), F1 = ∂F
∂u .

Τώρα μπορούμε να ορίσουμε ολοκλήρωση ως προς τέτοιες μεταβλητές -να ση-

μειωθεί εδώ ότι λόγω της αντιμεταθετικότητας έχει πολύ μεγάλη σημασία το σε

ποια θέση βρίσκεται το μέτρο ολοκλήρωσης και η προς ολοκλήρωση συνάρτηση.

Ορίζουμε για μεταβλητές Grassmann τους εξής κανόνες ολοκλήρωσης:∫
du√
2π

= 0, (7.8)

∫
du√
2π
u = 1. (7.9)

Αυτές αναπαράγουν τη σωστή φυσική όταν εφαρμοστούν στο πλαίσιο του ολοκλη-

ρώματος διαδρομών. Η ολοκλήρωση θεωρείται και πάλι ότι έχει την ιδιότητα της

γραμμικότητας.

Η παραπάνω υπονοεί κάτι πολύ ενδιαφέρον: αν ολοκληρώσουμε μια τυχούσα

συνάρτηση θα δούμε ότι η ολοκλήρωση ισοδυναμεί με παραγώγιση! Αυτό σημαίνει

πως η αλλαγή Grassmann μεταβλητών ολοκλήρωσης δε συνοδεύεται πλέον από τη

Jacobian αλλά από την αντίστροφή της∫
du√
2π
F (u′(u)) =

∫
du′√
2π

du′

du
F (u′). (7.10)

Η δε ολοκλήρωση κατά παράγοντες δε συνοδεύεται από σχετικό πρόσημο μείον

αλλά από συν: ∫
du√
2π
G(u)

dF (u)

du
=

∫
du√
2π

dG(u)

du
F (u). (7.11)

Επίσης, μπορούμε να ορίσουμε και τη συνάρτηση του Dirac:∫
du′√
2π
δ(u− u′)F (u′) = F (u), (7.12)

το οποίο υπονοεί ότι μπορεί να γραφεί δ(u− u′) = u′ − u.

Με χρήση δύο πραγματικών μεταβλητών Grassmann μπορούμε να ορίσουμε τις

μιγαδικές μεταβλητές:

a∗ =
u1 − iu2√

2
, (7.13)

a =
u1 + iu2√

2
. (7.14)
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Για το μέτρο ολοκλήρωσης:∫
da∗da

π
= −

∫
dada∗

π
=

∫
du2du1

2πi
. (7.15)

΄Αρα ∫
da∗da

π
=

∫
da∗da

π
a =

∫
da∗da

π
a∗ = 0, (7.16)

∫
da∗da

π
a∗a =

∫
du2du1

2πi
iu1u2 = 1. (7.17)

Με όσα είπαμε παραπάνω, είναι εμφανές ότι

e−a
∗Aa = 1− a∗Aa, (7.18)

∫
da∗da

π
e−a

∗Aa = A, (7.19)

και κατ΄ επέκταση ∫
da∗da

π
e−

∑
n,m a∗nAmnam = DetA. (7.20)

΄Αρα το Gaussian ολοκλήρωμα ως προς μιγαδικές μεταβλητές Grassmann δίνει

ακριβώς το αντίστροφο αποτέλεσμα από το Gaussian ολοκλήρωμα συμβατικών

μιγαδικών μεταβλητών.

΄Εχοντας ανά χείρας τις απαραίτητες ιδιότητες σε ότι αφορά πράξεις με Grass-
mann μεταβλητές, είμαστε πια σε θέση να μελετήσουμε τις συνοχικές καταστάσεις

φερμιονικών συστημάτων. Ξεκινάμε από τον ορισμό των συνοχικών καταστάσεων,

σε πλήρη αναλογία με τις μποζονικές:

|z〉 = e−|z|
2/2eâ

†z |0〉 = e−|z|
2/2(|0〉 − z |1〉), (7.21)

〈z| = e−|z|
2/2(〈0|+ z∗ 〈1|). (7.22)

Σημειώνουμε τη συντόμευση |z|2 = z∗z (δεν είναι το ίδιο με το zz∗ λόγω του ότι

εδώ οι μεταβλητές αντιμετατίθενται) καθώς και ότι για λόγους συνέπειας του φορ-

μαλισμού οι μεταβλητές αντιμετατίθενται με τους φερμιονικούς τελεστές. Παρατη-

ρήστε πως η ανάπτυξη της συνοχικής καταστάσης σταματάει στην ιδιοκατάσταση

που αντιστοιχεί σε ένα σωμάτιο, όπως υπαγορεύεται από την Απαγορευτική Αρχή

του Pauli, κάτι που εγκολπώνεται θαυμάσια στο ότι η συνοχική μεταβλητή είναι

Grassmann φύσεως, οπότε η ανάπτυξη ως προς αυτή μέχρι πρώτη τάξη μπορεί να

φτάσει.

Εφόσον μιλάμε για φερμιονικές μεταβλητές, το ίχνος υπολογίζεται από το ο-

λοκλήρωμα πάνω στα αντιπεριοδικά στοιχεία αυτή τη φορά,

trÔ =

∫
dz∗dz

π
〈−z| Ô |z〉 . (7.23)
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Πράγματι, με χρήση των κανόνων ολοκλήρωσης και αυτού του ορισμού είναι ε-

ύκολο να επαληθεύσουμε ότι όντως trÔ = 〈0| Ô |0〉 + 〈1| Ô |1〉. Οι συνοχικές

καταστάσεις στήνουν και εδώ υπερπλήρη βάση

〈z1|z2〉 = e−z
∗
1 (z1−z2)/2+(z∗1−z

∗
2 )z2/2 (7.24)

και αναλύουν την ταυτότητα

Î =

∫
dz∗dz

π
|z〉 〈z| , (7.25)

όπως μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε.

Τώρα, έχουμε όλα τα απαραίτητα εργαλεία για να προχωρήσουμε σε υπολο-

γισμούς. Ευθύς αμέσως θα παραθέσουμε μία απόδειξη ενός γεγονότος που ήδη

έχουμε αναφέρει πολλές φορές: το κλασικό σύμβολο της Hamiltonian στη δράση

εξαρτάται εν γένει από τη διαδικασία διακριτοποίησης. Λόγω της πολυπλοκότητας

των υπολογισμών, αποφασίσαμε να μην παρουσιάσουμε τις αντίστοιχες αποδείξεις

στις περιπτώσεις των μποζονικών συστημάτων και των συστημάτων spin. Από την

άλλη εδώ, χρησιμοποιώντας το ότι οι μεγαλύτερες της πρώτης δυνάμεις μεταβλητών

Grassmann και φερμιονικών τελεστών είναι μηδέν, μπορούμε να απλοποιήσουμε

πάρα πολύ τους υπολογισμούς. Αν επιχειρήσουμε να εφαρμόσουμε ακριβώς την

ίδια λογική που θα ακολουθήσουμε στην επόμενη ενότητα και στα προαναφερ-

θέντα συστήματα, αφού κάνουμε τους πολύ πιο στριφνούς εκεί υπολογισμούς, θα

καταλήξουμε στα αποτελέσματα που ήδη παραθέσαμε στις αντίστοιχες ενότητες.

7.2 Η εξάρτηση του φερμιονικού ολοκληρώμα-

τος από το φετάρισμα

Θα ασχοληθούμε με το εμβληματικό μας παράδειγμα, τον αρμονικό ταλαντωτή.

΄Οταν αναφέρομαστε σε φερμιονικό αρμονικό ταλαντωτή, το μόνο που εννοούμε

είναι ότι η Hamiltonian εξαρτάται από τον αριθμητικό τελεστή, ακριβώς όπως στην

περίπτωση του απλού αρμονικού ταλαντωτή, απλώς οι τελεστές δημιουργίας και

καταστροφής ικανοποιούν τη φερμιονική άλγεβρα. ΄Ετσι μελετάμε τη Hamiltoian

Ĥ = ω(2â†â− 1). (7.26)

Για να αποσυμφορήσουμε το συμβολισμό χρησιμοποιούμε σύστημα μονάδων

όπου h̄ = 1, θα αγνοήσουμε και τους παράγοντες π στον παρονομαστή των μέτρων

ολοκλήρωσης ως προς τους μιγαδικούς, ενώ χωρίς καμία βλάβη σε σχέση με τα

προηγούμενα πολλαπλασιάσαμε τη Hamiltonian με έναν παράγοντα 2. Ζητάμε το

πλάτος μετάβασης από μια κατάσταση σε μια άλλη:

〈za| e−iT Ĥ |zb〉 . (7.27)

Πρώτα θα φετάρουμε το εκθετικό αξιοποιώντας τον τύπο του Trotter. ΄Οπως

εξηγήσαμε στο Δεύτερο κεφάλαιο, κατόπιν θα εισάγουμε ταυτότητες ανάμεσα στα

εκθετικά, κι έτσι θα προκύψει ένα γινόμενο όρων 〈zn−1| e−iεĤ |zn〉 όπου ε είναι το
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πάχος κάθε φέτας T = Nε. Επίσης εδώ απλώς αριθμήσαμε τις φέτες αντίστροφα

απ΄ ότι αριθμούσαμε ως τώρα. Υπολογίζουμε την ποσότητα

e−iεĤ =

∞∑
k=0

(−iε)k

k!
Ĥk =

∞∑
k=0

(−iεω)k

k!

k∑
l=0

(
k

l

)
2l(−1)k−l(â†â)l. (7.28)

Προσέξτε ότι

(â†â)n = â†â, (7.29)

για κάθε n ≥ 1. ΄Ετσι μπορούμε εύκολα να δούμε ότι

k∑
l=0

(
k

l

)
2l(−1)k−l(â†â)l = (−1)k + [1− (−1)k]â†â. (7.30)

΄Αρα

e−iεĤ = eiωε(1− â†â) + e−iωεâ†â. (7.31)

Τώρα, εύκολα βρίσκουμε ότι

e−iεĤ |zn〉 = eiωε(1− |zn|
2

2
) |0〉 − e−iωεzn |1〉 . (7.32)

Λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι

〈1| zn = 〈0| âzn = −zn 〈0| â = −zn 〈1| , (7.33)

λαμβάνουμε

〈zn−1| e−iεĤ |zn〉 = eiωε(1− |zn|
2

2
)(1− |zn−1|2

2
) + e−iωεz∗n−1zn. (7.34)

Τώρα αναπτύσσουμε τα εκθετικά και αγνοούμε όρους ανάλογους του ε2 διότι

το γινόμενο N τέτοιων ποσοτήτων, τους εξουδετερώνει στο όριο N →∞. Εκμε-

ταλλευόμενοι το ότι οι μεταβλητές μας είναι Grassmann μπορούμε να βρούμε τον

όρο μηδενικής τάξης ως προς ε,

exp(
z∗n−1(zn − zn−1)

2
−

(z∗n − z∗n−1)zn

2
+
|zn|2|zn−1|2

4
). (7.35)

Είναι προφανές ότι παίρνοντας το όριο ε→ 0 όλων των όρων μηδενικής τάξης στο

γινόμενο λαμβάνουμε το γνωστό κινητικό όρο

ei
∫ T
0
dt′ i2 (z∗ż−ż∗z)

(7.36)

(οι φέτες αριθμούνται με τρόπο ώστε να φθίνει το n καθώς προχωράμε στο χρόνο).

Παρομοίως, ο όρος πρώτης τάξης σε μια φέτα είναι ίσος με iωε(1− 2|zn|2). Λαμ-

βάνοντας υπ΄ όψιν ολες τις φέτες, και ψάχνοντας το ίχνος -δηλαδή τη συνάρτηση

επιμερισμού- αυτή τη φορά, βρίσκουμε:
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Z ′ =

∫
AP

Dz∗Dzei
∫ T
0
dt′[ i2 (z∗ż−ż∗z)−ω(2|z|2−1)]. (7.37)

΄Αρα, σύμφωνα με αυτή τη συλλογιστική, το κλασικό σύμβολο που πρέπει να βάλου-

με στη δράση για αυτό το κβαντικό σύστημα είναι H = ω(2|z|2 − 1). Αυτό δίνει

λάθος τη συνάρτηση επιμερισμού, όπως θα δείξουμε αργότερα. Πριν απ΄ αυτό, ας ε-

ξετάσουμε μια άλλη διαδικασία φεταρίσματος. Η λογική της είναι να μην εισάγουμε

ταυτότητες μεταξύ των φετών, αλλά αντ΄ αυτού να εισάγουμε ῾῾κάτι σαν ταυτότητα᾿᾿

σε κάθε ξεχωριστή φέτα. Ορίζουμε λοιπόν το κλασικό σύμβολο Hc(z
∗, z) μέσω

της

e−iεĤ =

∫
|zn〉 e−iεHc(z

∗
n,zn)dz∗ndzn 〈zn| . (7.38)

Τότε η συνάρτηση επιμερισμού στο διακριτό μπορεί να γραφεί

Z ′′ =

∫ N−1∏
n=1

dz∗ndzne
K−iεHc , (7.39)

K =

N−1∑
n=1

(
z∗n+1 − z∗n

2
zn − z∗n+1

zn+1 − zn
2

). (7.40)

Προφανώς, το όριο του K στο συνεχές δίνει και πάλι τον κινητικό όρο. Μένει

να βρούμε το κλασικό σύμβολο. Επισημαίνουμε δύο διαφορές ανάμεσα σ΄ αυτή

τη διαδικασία φεταρίσματος και στην προηγούμενη: πρώτον, λόγω του ότι οι ταυ-

τότητες εισάγονται σε κάθε φέτα και όχι ανάμεσά τους, εδώ εισήχθη μια παραπάνω

ταυτότητα. Δεύτερον και σημαντικότερο, το σύμβολο που εισάγεται στη δράση,

στη διακριτή του μορφή, εκφράζεται συναρτήσει μεταβλητών που ανήκουν στην

ίδια φέτα, ενώ με το προηγούμενο φετάρισμα εκφράζεται συναρτήσει μεταβλητών

γειτονικών φετών.

Προχωρούμε υπολογίζοντας:

〈zk| e−iεĤ |zk〉 =

∫
〈zk|zn〉 e−iεHcdz∗ndzn 〈zn|zk〉 . (7.41)

΄Ομως 〈zk|zn〉 = e−|zk|
2/2−|zn|2/2+z∗kzn , ενώ έχουμε βρει και τον τελεστή e−iεĤ ,

οπότε

〈zk| e−iεĤ |zk〉 = eiεω(1− |zk|2) + e−iεω|zk|2. (7.42)

Αναπτύσσουμε πάλι μέχρι την πρώτη τάξη και συγκρίνουμε τους συντελεστές

μηδενικής και πρώτης τάξης. Για εκείνους μηδενικής τάξης βρίσκουμε

e−|zk|
2/2(1− zkz∗k)e−|zk|

2/2 = 1, (7.43)

που ισχύει τετριμμένα, ενώ για εκείνους πρώτης τάξης θέτοντας Hc = a + bzn +
cz∗n + dz∗nzn μετά τους υπολογισμούς καταλήγουμε στην
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iωε(1− 2|zk|2) = −iε(a− d− bzk − cz∗k + d|zk|2), (7.44)

η οποία φυσικά ισχύει για κάθε zk. ΄Αρα, ω = d− a, b = c = 0, 2ω = d. ΄Ετσι,

Hc = ω(2|z|2 + 1). (7.45)

Με τις δύο διαφορετικές διαδικασίες φεταρίσματος, προέκυψαν δύο διαφορετικά

αποτελέσματα για το κλασικό σύμβολο που πρέπει να εισαχθεί στη δράση. Ακόμα

χειρότερα, δε, δίνουν και τα δύο λάθος αποτέλεσμα για τη συνάρτηση επιμερισμο-

ύ! Αυτή η ασυνέπεια που προέκυψε υποδεικνύει ξεκάθαρα ότι αν βασιστούμε σε

κάποια συγκεκριμένη συνταγή για να διορθώσουμε τυχόν λάθη που εμφανίζονται

παίρνοντας το συνεχές όριο του ολοκληρώματος διαδρομών, στην πραγματικότητα

αυτή η συνταγή θα είναι συνδεδεμένη με το ποια διαδικασία φεταρίσματος ακολου-

θήθηκε. Αυτό φυσικά δεν είναι αποδεκτό για ένα συνεπή ορισμό της συνεχούς

έκδοσης του ολοκληρώματος διαδρομών. Προφανώς η -μονοσήμαντα ορισμένη-

συνεχής και η διακριτή έκδοση είναι συνδεδεμένες μεταξύ τους, μόνο που η ακρι-

βής τους σύνδεση εξαρτάται από το πώς έγινε το φετάρισμα, το οποίο όμως είναι

αόρατο στο συνεχές. ΄Ετσι, ανακύπτει εύλογα το ερώτημα: πότε το συνεχές όριο

δεν εξαρτάται από το φετάρισμα;

Η προηγούμενη ανάλυση μπορεί να μας υποδείξει την απάντηση. Θεωρούμε

πάλι τον τύπο (7.41). Τι θα συνέβαινε εδώ αν τα |zk〉 έστηναν ορθοκανονική βάση;

Τότε είναι προφανές ότι τα παραπάνω εσωτερικά γινόμενα είναι ίσα με δ(n−k) και

άρα οι δύο ολοκληρώσεις δίνουν n = k άρα

〈zk| e−iεĤ |zk〉 = e−iεHc . (7.46)

Αναπτύσσοντας ξανά ως προς ε προκύπτει

Hc = 〈z| Ĥ |z〉 . (7.47)

Αυτό υποδεικνύει ότι για Hamiltoniians γραμμένες συναρτήσει Ερμητιανών τελε-

στών είμαστε σε θέση να διαχειριστούμε με συνέπεια το ολοκλήρωμα διαδρομών

λόγω της ιδιότητάς αυτών των τελεστών να έχουν ορθογώνιες ιδιοκαταστάσεις.

Αν οι καταστάσεις που εισάγονται για την ανάλυση της ταυτότητας είναι ορθο-

γώνιες μεταξύ τους, προφανώς οι συναρτήσεις Dirac που θα προκύπτουν απ΄ αυτή

την ορθογωνιότητα θα οδηγήσουν στο ίδιο κλασικό σύμβολο, ανεξαρτήτως του

ποια διαδικασία φεταρίσματος ακολουθήσαμε.

Πριν προχωρήσουμε στην αναζήτηση Ερμητιανών τελεστών στην περίπτωση

των φερμιονίων, ας εξηγήσουμε γιατί και οι δύο παραπάνω απαντήσεις δίνουν λαν-

θασμένο αποτέλεσμα για τη συνάρτηση επιμερισμού. Είναι προφανές, ότι γράφο-

ντας το ολοκλήρωμα διαδρομών στο συνεχές, και τοποθετώντας τα κλασικά σύμ-

βολα που βρήκαμε από τα δύο φεταρίσματα στη δράση, θα λάβουμε και στις δύο

περιπτώσεις το ίδιο ολοκλήρωμα, μόνο που στο πρώτο φετάρισμα θα συνοδεύεται

από έναν παράγοντα eiωT και στο δεύτερο από εναν παράγοντα e−iωT . Αυτοί οι

παράγοντες προκύπτουν φυσικά από την ολοκλήρωση στο χρόνο των σταθερών

όρων των δύο κλασικών συμβόλων. Το δε ολοκλήρωμα διαδρομών που περισσε-

ύει, είναι ακριβώς το ίδιο που είχαμε επιλύοντας το πρόβλημα του απλού αρμονικού
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ταλαντωτή, με μόνες διαφορές εδώ το ότι οι μεταβλητές ολοκλήρωσης είναι Grass-
mann και το ότι οι συνοριακές συνθήκες είναι αντιπεριοδικές. ΄Ομως εξηγήσαμε

πως η μόνη διαφορά Gaussian ολοκληρωμάτων συμβατικών και Grassmann μετα-

βλητών είναι ότι το αποτέλεσμα στην πρώτη περίπτωση είναι το αντίστροφο της

ορίζουσας και στη δεύτερη η ίδια η ορίζουσα. Την ίδια στιγμή, οι αντιπεριοδικές

συνθήκες αλλάζουν τις ιδιοτιμές που συμμετέχουν στον υπολογισμό της ορίζου-

σας, και τις κάνουν ωn = iπ
T (2n−1), n οποιοσδήποτε ακέραιος. Επομένως ζητάμε

το γινόμενο:

∞∏
n=−∞

iωm + i2ω

iωm
=

∞∏
n=−∞

(1 +
2ωT

π(2n− 1)
) =

∞∏
n=1

(1− (
2ωT

π(2n− 1)
)2) = cos(ωT ).

(7.48)
Αυτό το αποτέλεσμα πρέπει να πολλαπλασιαστεί με έναν παράγοντα κανονικο-

ποίησης, ο οποίος θα προκύψει από τον υπολογισμό του διαδότη του ελεύθερου

σωματίου στο διακριτό, ακριβώς όπως εξηγήθηκε στην ενότητα 2.3. Ο παράγο-

ντας αυτός προκύπτει ίσος με 2. ΄Αρα το αποτέλεσμα της ολοκλήρωσης είναι

eiωT + e−iωT . ΄Ομως, μπορούμε πολύ εύκολα βρίσκοντας τις ενέργειες να υπο-

λογίσουμε ότι αυτή ακριβώς είναι η σωστή συνάρτηση επιμερισμού γι΄ αυτό το

σύστημα, οπότε πολλαπλασιάζοντας τις έξτρα φάσεις από τα παραπάνω κλασικά

σύμβολα, τα αποτελέσματα που λαμβάνουμε είναι λάθος.

΄Αρα χρειάζεται να ακολουθήσουμε μια άλλη πορεία και όχι της διακριτοποίησης,

ακριβώς όπως και στα συστήματα των προηγούμενων κεφαλαίων, η οποία μάλιστα

όπως είδαμε θα ήταν βολικό να περνάει από Ερμητιανούς τελεστές. ΄Οπως θα

δούμε αυτό θέλει πολύ προσοχή. Τονίζουμε τέλος, εκ νέου, ότι εδώ τα πράγματα

είναι πολύ πιο εύκολα από ό,τι πριν, μιας και λόγω του ότι τα συστήματα είναι

φερμιονικά, δε χρειάζεται να ανησυχούμε για ανώτερες τάξεις, όπου η διάταξη των

τελεστών έχει σημασία. Εδώ δεν υπάρχουν όροι με πολλούς τελεστές λόγω του

ότι οι τελεστές είναι μηδενοδύναμοι.

7.3 Φερμιόνια Majorana

Ας θυμηθούμε ότι οι μποζονικοί τελεστές δημιουργίας και καταστροφής μπορούν

με έναν κανονικό μετασχηματισμό να μετασχηματιστούν σε Ερμητιανούς τελεστές

(θέσης και ορμής). Αναλόγως κι εδώ, μπορεί κανείς να προσπαθήσει να αναλύσει

τους φερμιονικούς τελεστές μέσω ενός παρόμοιου κανονικού μετασχηματισμού σε

Ερμητιανούς. Πράγματι, ορίζονται οι τελεστές:

γ̂1 = â† + â, (7.49)

γ̂2 = i(â† − â). (7.50)

Εύκολα αποδεικνύει κανείς ότι αυτοί οι τελεστές είναι Ερμητιανοί και ότι ικανο-

ποιούν την άλγεβρα
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{γ̂a, γ̂b} = 2δabÎ . (7.51)

Αυτοί οι τελεστές είναι οι λεγόμενοι τελεστές Majorana και τα φερμιόνια τα

οποία κωδικοποιούν αναφέρονται ως φερμιόνια ή τρόποι Majorana (καλούνται φερ-
μιόνια λόγω του ότι δυο διαφορετικοί τέτοιοι τελεστές αντιμετατίθενται, ενώ έχουν

και την παράξενη ιδιότητα το τετράγωνό τους να ισούται με τη μονάδα). Εμφα-

νίζονται πρώτη φορά στη μελέτη του Etori Majorana ο οποίος προσπάθησε να

βρει αμιγώς πραγματικές λύσεις στην εξίσωση του Dirac στο πλαίσιο της θεωρίας

πεδίου. Το ότι είναι Ερμητιανοί σημαίνει ότι κάθε τέτοιο σωμάτιο είναι και το αντι-

σωμάτιό του, που σημαίνει ότι πρέπει η μάζα τους να είναι μηδενική (γι΄ αυτό συχνά

αναφέρονται και ως μηδενικοί τρόποι Majorana). Φερμιόνια μηδενικής μάζας δεν

έχουν βρεθεί ως τώρα στη θεωρία πεδίου -εικάζεται ότι ενδεχομένως τα νετρίνα να

είναι τέτοια αλλά η μάζα τους δεν έχει ακόμα διευκρινιστεί. Για το λόγο αυτό η ιδέα

αυτή εγκαταλήφθηκε για αρκετά χρόνια ως μια απλή θεωρητική ακροβασία χωρίς

κανένα απολύτως φυσικό ενδιαφέρον. Είναι αξιοσημείωτο όμως, ότι τα τελευταία

χρόνια ακριβώς τέτοιου είδους σωμάτια εμφανίστηκαν ως διεγέρσεις σε συστήμα-

τα της φυσικής συμπυκνωμένης ύλης. Σε επόμενο κεφάλαιο θα αναφερθούμε στη

σχέση τους με την κβαντική πληροφορική και στην ελπίδα που προσφέρουν για

μη τοπική αποθήκευση της πληροφορίας. Προς το παρόν ας μείνουμε στο πλαίσιο

που εμφανίστηκαν εδώ: είναι οι Ερμητιανοί τελεστές που χρειαζόμαστε για να

ορίσουμε με συνέπεια το ολοκλήρωμα διαδρομών. Η ελπίδα μας είναι να φετάρουμε

χρησιμοποιώντας τις ιδιοκαταστάσεις τους.

Ωστόσο, η κανονική κβάντωση αυτών των τελεστών είναι φοβερά περίπλοκη:

δεν έχουν τον τόσο βολικό φορμαλισμό συνοχικών καταστάσεων που έχουν οι μη

Ερμητιανοί ομόλογοί τους. Για την ακρίβεια, είναι αδύνατον να οριστεί με οποιο-

δήποτε τρόπο ο αντίστοιχος χώρος Hilbert. Ευτυχώς όμως, στην αναπαράσταση

του ολοκληρώματος διαδρομών, η κβάντωση τους είναι εφικτή. Αυτό γίνεται θε-

ωρώντας την ερμητιανότητα των τελεστών Majorana γ̂ = γ̂† ως ένα σύνδεσμο

στο σύστημα και προχωρώντας με τη μέθοδο Faddeev-Jackiw [25], [27]. ΄Ετσι,

ορίζεται κατευθείαν το κλασικό σύμβολο στη δράση και το ολοκλήρωμα διαδρομών

μπορεί από ΄κει και πέρα να υπολογιστεί.

Επιστρέφοντας στο παράδειγμα στο οποίο μελετήσαμε στην προηγούμενη ε-

νότητα, γράφουμε τηHamiltonian συναρτήσει τελεστώνMajorana. Εύκολα βλέπου-

με ότι

Ĥ = iωγ̂1γ̂2. (7.52)

Η μέθοδος που αναφέραμε πριν, επιβάλει σ΄ αυτή την περίπτωση το κλασικό σύμ-

βολο

H = iωγ1γ2. (7.53)

Μέσω του κανονικού μετασχηματισμού

γ1 = z + z∗, (7.54)
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γ2 = i(z∗ − z), (7.55)

η κλασική Hamiltonian γίνεται:

H = 2ω|z|2, (7.56)

η οποία όπως εξηγήσαμε στην προηγούμενη ενότητα είναι η σωστή συνάρτηση που

πρέπει να εισαχθεί στη δράση του ολοκληρώματος διαδρομών για να πάρουμε τη

γνωστή συνάρτηση επιμερισμού. Παρεμπιπτόντως, η ανάγκη της αναλλοιώτητας

κάθε φέτας υπό κανονικούς μετασχηματισμούς, σε σύνδεση με τα προηγούμενα

κεφάλαια, σε συνδυασμό με τη μέθοδο που παρουσιάστηκε, επιβάλλει και εδώ στο

διακριτό να υιοθετείται πάντα η συμμετροποιημένη εκδοχή.

Πριν κλείσουμε το κεφάλαιο, ένα σχόλιο πάνω στη σύνδεση της μεθόδου της

γεωμετρικής κβάντωσης με τις φερμιονικές Hamiltonians. Αν θυμηθούμε τη συλ-

λογιστική της γεωμετρικής κβάντωσης, όλα ξεκινάνε από τις διαφορικές μορφές οι

οποίες αντιμετατίθενται και ορίζονται ως παράγωγοι σε μια πολλαπλότητα. Μπορεί

κανείς, όμως, να αγνοήσει όλη τη δομή που έχουν οι διαφορικές μορφές ως πα-

ράγωγοι, να αγνοήσει εντελώς και την υποφώσκουσα πολλαπλότητα, και να ορίσει

στοιχεία τα οποία απλώς αντιμετατίθενται, χωρίς καμία απολύτως πιο στοιχειώδη

δομή. Αυτά τα αντικείμενα σχηματίζουν μια άλγεβρα, στοιχεία της οποίας είναι και

οι αριθμοί Grassmann που αναφέραμε. ΄Οπως είδαμε, μπορεί κανείς να ορίσει για

αυτούς τους αριθμούς μια σειρά από μαθηματικές πράξεις σε πλήρη αναλογία με

εκείνες των συμβατικών αριθμών. Η αναλογία μπορεί να προχωρήσει και να ορίσει

κανείς υπερχώρους -τα ανάλογα των Ευκλείδειων χώρων- και υπερπολλαπλότητες

-τα ανάλογα των πολλαπλοτήτων. Αυτές οι ιδέες βρίσκουν πρόσφορο έδαφος στο

πλαίσιο της υπερσυμμετρίας, όπου εκτός από τις συνήθεις διαστάσεις υπάρχουν

και διαστάσεις που οι συντεταγμένες τους είναι αριθμοί Grassmann. Εκεί, οι συμ-

βατικες χωρικές διαστάσεις αντιστοιχούν σε μποζονικούς και οι αντιμετατιθέμενες

σε φερμιονικούς βαθμούς ελευθερίας.

Θα προτιμήσουμε να μην ανοίξουμε το κεφάλιο της υπερσυμμετρίας εδώ, μιας

και είναι τεράστιο. Και μόνο που για να ορίσουμε εξ αρχής την άλγεβρα των στοι-

χείων που μας αφορούν πρέπει να αποκαθηλώσουμε την ιδέα της πολλαπλότητας,

είναι προφανές ότι η μέθοδος που προτείναμε δε θα μπορούσε να εφαρμοστεί -δε

θα ήμασταν καν σε θέση να αποφανθούμε για την πολλαπλότητα στην οποία δου-

λεύουμε. Αντ΄ αυτού, θα προτιμήσουμε την κατασκευή Faddeev-Jackiw η οποία

μας δίνει με έναν απλό τρόπο όσα χρειαζόμαστε για να προχωρήσουμε στην επίλυ-

ση ολοκληρωμάτων διαδρομών με μεταβλητές Grassmann, δηλαδή στη διαχείριση

συστημάτων με φερμιονικούς βαθμούς ελευθερίας.
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Κεφάλαιο 8

ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΧΥ ΜΕ

ΠΕΔΙΟ

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναλύσουμε ένα πάρα πολύ σημαντικό μοντέλο της φυσι-

κής στερεάς κατάστασης, το λεγόμενο μοντέλο ΧΥ με εγκάρσιο πεδίο [5], [19].

Πρόκειται για μια μονοδιάστατη αλυσίδα αποτελούμενη από σωματίδια με spin
s = 1

2 τα οποία αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Το μοντέλο αυτό έχει επιλυθεί

ακριβώς θεωρητικά, υπάρχει μια πληθώρα αποτελεσμάτων γύρω απ΄ αυτό τα οπο-

ία έχουν εξαχθεί τόσο με θεωρητικές όσο και με υπολογιστικές μεθόδους, ενώ

έχει τεράστιο ενδιαφέρον και από πειραματικής απόψεως. Ο σκοπός αυτού του

κεφάλαιου δεν είναι να αποδώσει νέα αποτελέσματα αλλά να αναπαράγει τα ήδη

γνωστά με μια νέα τεχνική. Με αυτό αποσκοπούμε στο να δείξουμε ότι με τις θε-

ωρήσεις που αναπτύχθηκαν στις προηγούμενες ενότητες έχει ανοίξει ο δρόμος για

την εφαρμογή των τεχνικών του ολοκληρώματος διαδρομών σε πολυσωματιδιακά

συστήματα. Το συγκεκριμένο σύστημα, και άλλα παρόμοια, πέραν του ενδιαφέρο-

ντος από τη σκοπιά της φυσικής συμπυκνωμένης ύλης, είναι πολύ σημαντικό και

για την κβαντική πληροφορική διότι υποστηρίζει διεμπλεγμένες καταστάσεις. Αυτό

σημαίνει ότι σε αυτό το σύστημα υπάρχουν συσχετισμοί αμιγώς κβαντικής φύσεως

-δεν έχουν κλασικό ανάλογο- οι οποίοι μπορούν να αξιοποιηθούν για αποθήκευ-

ση και επεξεργασία της κβαντικής πληροφορίας. Παρά τη σημασία αυτών των

συστημάτων, οι πανίσχυρες τεχνικές του ολοκληρώματος διαδρομών δεν έχουν

αξιοποιηθεί για την ανάλυσή τους. ΄Ενας σοβαρός λόγος που συνέβαινε αυτό ως

τώρα ήταν ότι δεν υπήρχε τρόπος συνεπούς ορισμού του ίδιου του ολοκληρώματος

διαδρομών. ΄Ετσι, τώρα που έχουμε εξηγήσει πώς μπορεί να γίνει κάτι τέτοιο,

είμαστε σε θέση να το αξιοποιήσουμε για την εξαγωγή συμπερασμάτων.

8.1 Το μοντέλο ΧΥ με πεδίο

Η γενικότερη Hamiltonian που περιγράφει αλληλεπιδράσεις spin πλησιέστερων

γειτόνων παρουσία εγκάρσιου πεδίου είναι η:

85
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Ĥ = −
N∑
j=1

(aj σ̂
x
j σ̂

x
j+1 + bj σ̂

y
j σ̂

y
j+1 + cj σ̂

z
j σ̂

z
j+1 + hj σ̂

z
j ), (8.1)

σ̂j είναι οι πίνακες του Pauli, και επιτρέψαμε στις παραμέτρους του προβλήματος

που περιγράφουν την αλληλεπίδραση των spin να ποικίλουν μεταξύ των πλεγμα-

τικών θέσεων. Εδώ μπορεί να χρησιμοποιηθεί το εργαλείο του μετασχηματισμού

Jordan-Wigner [26], [28] που είναι ένας μετασχηματισμός μεταξύ τελεστών spin
για s = 1

2 και τελεστών δημιουργίας και καταστροφής φερμιονίων:

σ̂+
j = â†je

iπ
∑
l<j â

†
l âl , (8.2)

σ̂−j = âje
−iπ

∑
l<j â

†
l âl , (8.3)

σ̂zj = 1− 2â†j âj , (8.4)

όπου

σ̂±j = σ̂xj ± iσ̂
y
j . (8.5)

Με το μετασχηματισμό αυτό, το μοντέλο μας γίνεται:

Ĥ = −
N∑
j=1

[aj(â
†
j − âj)(â

†
j+1 + âj+1) + bj(â

†
j+1 − âj+1)(â†j + âj)

+ cj(1− 2â†j âj)(1− 2â†j+1âj+1) + hj(1− 2â†j âj)]. (8.6)

Τώρα μπορούμε να εισάγουμε τους τελεστές Majorana

γ̂2j−1 = â†j + âj , (8.7)

γ̂2j = i(â†j − âj) (8.8)

και σύμφωνα με την τεχνική Faddeev-Jackiw που αναφέραμε στο προηγούμενο κε-

φάλαιο αυτοί μπορούν να αντικατασταθούν απευθείας στη Hamiltonian με κλασικά

σύμβολα. Τότε το κλασικό σύμβολο αυτού του μοντέλου γίνεται:

H = i

N∑
j=1

[ajγ2jγ2j+1 + bjγ2j+2γ2j−1 + cjγ2j−1γ2jγ2j+1γ2j+2 + hjγ2j−1γ2j ].

(8.9)

΄Ολες οι παραπάνω μεταβλητές είναι βέβαια Grassmann. Με τον κανονικό μετα-

σχηματισμό

γ2j−1 = z∗j + zj , (8.10)
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γ2j = i(z∗j − zj), (8.11)

το κλασικό σύμβολο γράφεται

H =

N∑
j=1

[aj(z
∗
j+1+zj+1)(z∗j−zj)+bj(z∗j+zj)(z

∗
j+1−zj+1)−4cj |zj |2|zj+1|2+2hj |zj |2].

(8.12)

8.2 Συναρτήσεις συσχετισμού

Τώρα θα χρησιμοποιήσουμε τις τεχνικές του ολοκληρώματος διαδρομων για να

υπολογίσουμε τις συναρτήσεις συσχετισμού αυτού του μοντέλου. Είναι γνωστό

ότι αυτό το μοντέλο παρουσιάζει μια κβαντική μετάβαση φάσης. Σε εκείνο το ση-

μείο -κρίσιμο σημείο- η θεμελιώδης κατάσταση του συστήματος εμφανίζει μακράς

εμβέλειας κβαντικούς συσχετισμούς, το οποίο μας παραπέμπει σε ύπαρξη διεμπλο-

κής.

Ορίζουμε τις συζεύξεις και το πεδίο ως aj = 1+r
2 , bj = 1−r

2 , cj = 0, hj = h.
Με αυτή την επιλογή παραμέτρων το μοντέλο παρουσιάζει αναλλοιώτητα μεταφο-

ράς (όλες οι πλεγματικές θέσεις έχουν τις ίδιες παραμέτρους) αλλά ανισοτροπία ως

προς τις τρεις διευθύνσεις spin (αφού οι συζεύξεις μεταξύ των συνιστωσών του

spin στους τρεις άξονες διαφέρουν). ΄Ετσι, προκύπτει το μοντέλο ΧΥ παρουσία

εγκάρσιου πεδίου.

Επειδή ενδιαφερόμαστε για τις συναρτήσεις συσχετισμού, θα εισάγουμε στη

δράση πηγές των πεδίων Grassmann. Επίσης θα θέσουμε πάλι h̄ = 1 ενώ επειδή

είμαστε σε πολυσωματιδιακό σύστημα είναι βολικό να κάνουμε τη στροφή Wick
και να δουλέψουμε σε φανταστικό χρόνο. Τότε, η γεννήτρια συνάρτηση ορίζεται

ως:

Z =

∫
AP

Dz∗Dze
−

∫ β
2

− β
2

dτ [
∑N
j=1 z

∗
j żj+H−i

∑N
j=1(J∗j zj+z

∗
j Jj)]

. (8.13)

΄Οντως, στο όριο β → ∞ με μια απλή συναρτησιακή παραγώγιση είμαστε σε

θέση να εξάγουμε τις τετραγωνικές συναρτήσεις συσχετισμού για το κενό της

θεωρίας (τη θεμελιώδη). Για παράδειγμα,〈
T̂ (â†b(τ2)âa(τ1))

〉
=

δ2lnZ

δJb(τ2)δJ∗a (τ1)

∣∣∣
J=0

, (8.14)

όπου ο τελεστής T̂ είναι ο τελεστής χρονικής διάταξης. Στην περίπτωση που a = b
και τ1 = τ2 ταυτόχρονα, αναμένουμε να εμφανίζονται ακριβώς τα ίδια προβλήματα

που παρουσιάζονται και στην ταυτοποίηση του κλασικού συμβόλου της δράσης,

οπότε σε εκείνη την περίπτωση θα πρέπει να προστεθεί ένας παράγοντας
1
2 στην

παραπάνω, διότι σύμφωνα με τη μέθοδο Faddeev-Jackiw ισχύει η ανταπόκριση

â†â → |z|2 + 1
2 . Θα προχωρήσουμε με το μετασχηματισμό Fourier στα πεδία και

στις πηγές:
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zj =
1√
N

N−1∑
m=0

ei
2π
N (m+ 1

2 )jcm, (8.15)

Jj =
1√
N

N−1∑
m=0

ei
2π
N (m+ 1

2 )jλm. (8.16)

Αυτός ο μετασχηματισμός συνεπάγεται την αντιπεριοδική συνθήκη zN+1 = −z1

και αντιστοιχεί στην περίπτωση του άρτιου συνολικού αριθμού φερμιονίων στην

αλυσίδα. Φυσικά, δεν αναφερόμαστε στα πραγματικά φερμιόνια της αλυσίδας που

φέρουν τους spin βαθμούς ελευθερίας -αυτά είναι N στον αριθμό και η αντιπεριο-

δικότητα δεν έχει καμία σχέση με αυτό. Αναφερόμαστε στα φερμιόνια στα οποία

μετασχηματίστηκαν τα spin μέσω του μετασχηματισμού Jordan-Wigner. Για πε-

ριττό αριθμό φερμιονίων, πρέπει να κάνουμε την αλλαγή m + 1
2 → m. Αυτή η

θεώρηση προέρχεται από το ότι η αρχική Hamiltonian μετατίθεται με τον τελεστή

της συνολικής ομοτιμίας P̂ =
∏N
j=1 σ̂

z
j ο οποίος με το μετασχηματισμό Jordan-

Wigner γίνεται P̂ = eiπN̂ , N̂ =
∑N
j=1 â

†
j âj . ΄Αρα, ο χώρος Hilbert διαιρείται σε

δύο υπόχωρους-τομείς, καθένας εκ των οποίων χαρακτηρίζεται από την ιδιοτιμή

του τελεστή ομοτιμίας -προφανώς οι ιδιοτιμές είναι 1, -1. Για να ξεχωρίζουμε

σε ποιον τομέα αναφερόμαστε, θα χρησιμοποιούμε τους δείκτες (e)/(o) για τους

υπόχωρους άρτιου και περιττού αριθμού φερμιονίων αντίστοιχα. ΄Ετσι, η Hamilto-
nian γίνεται:

H(e) =

N/2−1∑
m=0

H(e)
m , (8.17)

H(e)
m = 2

(
c∗m cN−m−1

)(k(e)
m −il(e)m
il

(e)
m −k(e)

m

)(
cm

c∗N−m−1

)
= 2

(
c∗m cN−m−1

)
h(e)
m

(
cm

c∗N−m−1

)
(8.18)

όπου

k(e)
m = h− cos

2π

N

(
m+

1

2

)
, (8.19)

l(e)m = rsin
2π

N

(
m+

1

2

)
. (8.20)

Ο τρόπος που χωρίσαμε τη Hamiltonian σε επιμέρους όρους προέκυψε από το

ότι τα διάφορα πεδία συμμετέχουν σε έναν όρο μόνο -κάθε cm αλληλεπιδρά μόνο με

τα c∗m, cN−m−1 και το συζυγές του με τα αντίστοιχα συζυγή. Επίσης, θεωρήσαμε

για ευκολία το N άρτιο (το οποίο δεν είναι πρόβλημα μιας και θέλουμε να μελε-

τήσουμε την κβαντική μετάβαση φάσης η οποία εκδηλώνεται στο θερμοδυναμικό

όριο N →∞). ΄Ετσι η συνάρτηση επιμερισμού μπορεί να παραγοντοποιηθεί:

Z(e) =

N/2−1∏
m=0

∫
AP

Dc∗mDcmDc∗N−m−1DcN−m−1e
−S(e)

m [J], (8.21)
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όπου

Sem[J ] =

∫ ∞
−∞

dτ [c∗m ˙cm + c∗N−m−1 ˙cN−m−1 +H(e)
m − i(λ∗mcm + c∗mλm

+ λ∗N−m−1cN−m−1 + c∗N−m−1λN−m−1)]. (8.22)

Η κάθε επιμέρους Hamiltonian είναι πλέον εύκολο να διαγωνοποιηθεί. Αυτό

γίνεται με ένα μετασχηματισμό Bogoliubov:

h(e)
m = U (e)

m

(
ε
(e)
m 0

0 −ε(e)m

)
U (e)†
m (8.23)

U (e)
m =

(
cosθ(e)

m isinθ(e)
m

isinθ(e)
m cosθ(e)

m

)
, (8.24)

ε(e)m = 2

√(
h− cos

2π

N

(
m+

1

2

))2

+ r2sin2 2π

N

(
m+

1

2

)
, (8.25)

tan2θ(e)
m =

rsin
2π

N

(
m+

1

2

)
h− cos 2π

N

(
m+ 1

2

) . (8.26)

Με την αλλαγή (
cm

c∗N−m−1

)
= U (e)

m

(
ξm

ξ∗N−m−1

)
(8.27)

οι επιμέρους δράσεις γίνονται

S(e)
m [J ] =

∫ ∞
−∞

dτ(φ†mD
(e)
m φm − iµ†mφm − iφ†mµm), (8.28)

όπου

φm =

(
ξm

ξ∗N−m−1

)
, (8.29)

µ†m =
(
λ∗m λN−m−1

)
, (8.30)

D(e)
m =

(
∂τ + ε

(e)
m 0

0 ∂τ − ε(e)m

)
. (8.31)

Σημειώνουμε ότι η αλλαγή μεταβλητής (8.27) που οδήγησε στη διαγωνοποίηση

επιτρέπεται μόνο και μόνο αν επιλεχθεί η συμμετροποιημένη εκδοχή της δράσης

στο διακριτό. Τώρα, το ολοκλήρωμα διαδρομών είναι Gaussian με πηγές, οπότε

μπορεί να υπολογιστεί εύκολα:



90 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΧΥ ΜΕ ΠΕΔΙΟ

Z(e) =

N/2−1∏
m=0

Z(e)
m [0]exp(

∫ ∞
−∞

dτ

∫ ∞
−∞

dτ ′µ†m(τ)(D(e)
m )−1(τ − τ ′)µm(τ ′)), (8.32)

(D(e)
m )−1 =

(
G

(+)
m 0

0 G
(−)
m

)
, (8.33)

G(±)
m (τ − τ ′) = ±Θ(±(τ − τ ′))e±(τ ′−τ)ε(e)m . (8.34)

Η G
(+)
m η οποία διαδίδει τους m τρόπους προς τα εμπρός στο χρόνο έχει επιλεχθεί

να ικανοποιεί την αιτότητα, όπως υποδεικνύει η συνάρτηση Heavyside στη λύση της

(για την οποία πρέπει να κάνουμε την επιλογή Θ(0) = 1
2 για λόγους συνέπειας του

ορισμού του ολοκληρώματος διαδρομών), ενώ η G
(−)
m που διαδίδει τους συζυγείς

N −m − 1 τρόπους προς τα πίσω στο χρόνο ικανοποιεί την αντίθετη συνοριακή

συνθήκη: μηδενίζεται για όλα τα τ > τ ′. Ο δε παράγοντας Z
(e)
m [0] είναι ο γνωστός

παράγοντας κανονικοποίησης ως προς την περίπτωση χωρίς πηγές -είναι ακριβώς η

συνάρτηση επιμερισμού χωρίς πηγές- τον οποίο μπορούμε έυκολα να υπολογίσουμε

[24].

Για να το κάνουμε αυτό παρατηρούμε ότι μπορούμε πολύ εύκολα να αποδείξουμε

ότι P̂ = eiπN̂q , N̂q =
∑N−1
m=0 ξ̂

†
mξ̂m. Αυτό μπορεί να αποδειχτεί πραγματοποιώντας

το μετασχηματισμό (8.27) στο επίπεδο των τελεστών και όχι σε εκείνο των κλα-

σικών μεταβλητών της δράσης. Εξ άλλου, προβάλουμε τη συνάρτηση επιμερισμού

στους δύο υπόχωρους καθορισμένης ομοτιμίας, και αφού P̂ = eiπN̂ = eiπN̂q

Z[0] = tr[e−βĤ ] =
1

2
tr[(Î+eiπN̂q )e−βĤ

(e)

]+
1

2
tr[(Î−eiπN̂q )e−βĤ

(o)

] ≡ Z(e)[0]+Z(o)[0].

(8.35)
Μας ενδιαφέρει ο άρτιος υπόχωρος, οπότε θα υπολογίσουμε μόνο τον πρώτο όρο

αυτής της σχέσης. Η ποσότητα tr[e−βĤ
(e)

] είναι φυσικά απλά η συνάρτηση επιμε-

ρισμού για N φερμιονικούς ταλαντωτές με ενέργειες εm όπως φαίνεται εύκολα από

τη διαδικασία διαγωνοποίησης, οπότε την έχουμε ήδη υπολογίσει -η μόνη διαφορά

είναι ότι δουλεύουμε σε φανταστικό χρόνο, οπότε το συνημίτονο γίνεται υπερβο-

λικό συνημίτονο:

tr[e−βĤ
(e)

] =

∫
AP

N−1∏
m=0

(Dξ∗mDξm)e
−

∫ β
2

− β
2

[∑N−1
m=0(ξ∗mξ̇m−ε

(e)
m ξ∗mξm)

]
=

N−1∏
m=0

2cosh(
βε

(e)
m

2
).

(8.36)
Για το δεύτερο παράγοντα του πρώτου όρου, παρατηρούμε ότι [N̂q, Ĥ

(e)] = 0
οπότε τα δύο εκθετικά μέσα στο ίχνος μπορούν να συγκεντρωθούν σε ένα δίνοντας
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tr[eiπN̂qe−βĤ
(e)

] = tr[eiπN̂q−βĤ
(e)

] = iN tre−β
∑N−1
m=0(ε(e)m − iπβ )(ξ̂†mξ̂m− 1

2 ) =

iN
∫
AP

N−1∏
m=0

(Dξ∗mDξm)e
−

∫ β
2

− β
2

[∑N−1
m=0(ξ∗mξ̇m−(ε(e)m − iπβ )ξ∗mξm)

]
=

N−1∏
m=0

2sinh(
βε

(e)
m

2
).

(8.37)

΄Ετσι,

Z(e)[0] =
1

2

[N−1∏
m=0

2cosh(
βε

(e)
m

2
) +

N−1∏
m=0

2sinh(
βε

(e)
m

2
)
]
. (8.38)

Προφανώς, η συνάρτηση επιμερισμού του περιττού τομέα είναι ίδια με αυτή,

με μόνες διαφορές την αλλαγή m + 1
2 → m και ένα σχετικό πρόσημο μείον με-

ταξύ των δύο όρων. Αυτός ο παράγοντας κανονικοποίησης δεν υπεισέρχεται στις

συναρτήσεις συσχετισμού τελεστών που διατηρούν τον τομέα. Με δράση των

συναρτησιακών παραγώγων στη γεννήτρια συνάρτηση όπως εξηγήθηκε πριν, προ-

κύπτουν οι παρακάτω:

〈
T̂ âb(τ2)â†a(τ1)

〉(e)

=
1

N

N−1∑
m=0

e
2πi
N (m+ 1

2 )(b−a)(cos2θmG(+)
m (τ2−τ1)+sin2θmG

(−)
m (τ2−τ1)),

(8.39)

〈
T̂ â†b(τ2)âa(τ1)

〉(e)

= − 1

N

N−1∑
m=0

e
2πi
N (m+ 1

2 )(b−a)(cos2θmG(+)
m (τ1−τ2)+sin2θmG

(−)
m (τ1−τ2)),

(8.40)

〈
T̂ â†b(τ2)â†a(τ1)

〉(e)

=
i

2N

N−1∑
m=0

e
2πi
N (m+ 1

2 )(b−a)sin2θm(G(+)
m (τ1−τ2)−G(−)

m (τ1−τ2)),

(8.41)

〈
T̂ âb(τ2)âa(τ1)

〉(e)

= − i

2N

N−1∑
m=0

e
2πi
N (m+ 1

2 )(b−a)sin2θm(G(+)
m (τ2−τ1)−G(−)

m (τ2−τ1)).

(8.42)
Οι δύο πρώτες εξ αυτών στην περίπτωση ίσων χρόνων και ίδιων πλεγματικών

δεικτών λαμβάνουν έναν ακόμη παράγοντα
1
2 όπως εξηγήθηκε πριν. Παρατηρούμε

ότι ανταλλάζοντας τα τ1, τ2 και τα a, b στην (8.40) και συγκρίνοντας το αποτέλεσμα

με την (8.39) συνάγουμε ότι

〈
T̂ âb(τ2)â†a(τ1)

〉(e)

= −
〈
T̂ â†a(τ1)âb(τ2)

〉(e)

πράγμα

αναμενόμενο μιας και οι τελεστές αντιμετατίθενται. Με την ίδια ανταλλαγή στην
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(8.42) και συγκρίνοντας με την (8.41) προκύπτει η επίσης αναμενόμενη σχέση〈
T̂ †â†a(τ1)â†b(τ2)

〉(e)∗
=
〈
T̂ âb(τ2)âa(τ1)

〉(e)

.
Απ΄ αυτές, μπορεί να υπολογιστεί και η συνάρτηση συσχετισμού (επίσης χρο-

νικά διατεταγμένη) για τα φερμιόνια Majorana:

iB
(e)
ba (τ2 − τ1) =

〈
T̂ γ̂2b(τ2)γ̂2a−1(τ1)

〉(e)

. (8.43)

Για να επανέλθουμε σε πραγματικούς χρόνους ξανακάνουμε τη στροφή Wick τ →
it και προκύπτει:

B
(e)
ba (t2 − t1) = − 1

N

N−1∑
m=0

e
2πi
N (m+ 1

2 )(b−a)e−2iθ(e)
m e−iε

(e)
m |t2−t1|. (8.44)

Σημειώστε ότι στην περίπτωση a = b, t2 = t1 δεν έχουμε έξτρα παράγοντα σε

αυτή λόγω του ότι οι αντίστοιχες συνεισφορές από τις συναρτήσεις συσχετισμού

μεταξύ των συμβατικών φερμιονίων αλληλοαναιρούνται. Επίσης, η συνάρτηση συ-

σχετισμού δεν εξαρτάται από τις ακριβείς τιμές t1, t2 αλλά μόνο από τη διαφορά

τους. Αυτό συμβαίνει λόγω της αναλλοιώτητας του συστήματος ως προς χρονικές

μεταθέσεις, η οποία οφείλεται στο ότι το σύστημα είναι κλειστό -δεν υπάρχουν

περιβαλλοντικές επιρροές- και στο ότι οι παράμετροι είναι σταθερές στο χρόνο.

Επίσης υπάρχει και μεταφορική αναλλοιώτητα διότι οι παράμετροι είναι ίδιες για

κάθε πλεγματικό τόπο, και αυτό εκδηλώνεται στην εξάρτηση των συναρτήσεων

συσχετισμού μονάχα από τη διαφορά μεταξύ των δεικτών των πλεγματικών τόπων

b− a και όχι από τις ακριβείς τους τιμές.

Επιπλέον τονίζουμε ότι οι συναρτήσεις συσχετισμού που υπολογίσαμε δεν

έχουν πολύ καθαρή φυσική ερμηνεία ως προς τους αρχικούς τελεστές spin. Αυτό

πηγάζει από τη μη τοπική φύση του μετασχηματισμού Jordan-Wigner: συνδέει

τους τελεστές spin κάθε πλεγματικού σημείου όχι μόνο με τους φερμιονικούς

τελεστές σε εκείνο το σημείο αλλά και με τους φερμιονικούς τελεστές σε κάθε

προηγούμενο. ΄Ετσι, γίνεται ιδιαίτερα περίπλοκη η ερμηνεία των συγκεκριμένων

ποσοτήτων υπό όρους των αρχικών τελεστών spin.
Αυτό που υπολογίστηκε εδώ είναι η συνάρτηση συσχετισμού μεταξύ των φερ-

μιονίων Majorana. Σημειώνουμε ότι μετά το μετασχηματισμό Jordan-Wigner η

Hamiltonian του ΧΥ μοντέλου χαρτογραφήθηκε σε μια Hamiltonian υπεραγωγού

αφού έχει γίνει η προσέγγιση μέσου πεδίου, οπότε μοιραία εμφανίστηκαν φερμιόνια

Bogoliubov κατά τη διαδικασία της διαγωνοποίησης.

Ο λόγος που υπολογίσαμε τη συνάρτηση επιμερισμού είναι ότι μπορεί να χρησι-

μοποιηθεί για την εξαγωγή συμπερασμάτων περί της εντροπίας διεμπλοκής κοντά

στο κρίσιμο σημείο και για τους κρίσιμους εκθέτες. Αλλά φυσικά τα κρίσιμα σημε-

ία, οι κρίσιμοι εκθέτες και οι νόμοι εξέλιξης της εντροπίας δεν έχουν να κάνουν με

το ποιους βαθμούς ελευθερίας χρησιμοποιούμε για να περιγράψουμε το σύστημα.

Οπότε η δυσκολία της ερμηνείας των αποτελεσμάτων υπό όρους spin είναι άσχετη

με το σκοπό μας.

Τέλος, αξίζει να σημειώσουμε ότι η τετραγωνική φύση της φερμιονικής Hamil-
tonian διασφαλίζει ότι όλες οι συναρτήσεις συσχετισμού τάξης ανώτερης του 2
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μηδενίζονται, οπότε πράγματι η συνάρτηση συσχετισμού που υπολογίσαμε είναι

επαρκής για να περιγράψει όλους τους συσχετισμούς που υπάρχουν στο σύστημα.

Στο θερμοδυναμικό όριοN →∞ όπου και αναμένεται να εκδηλωθεί η κβαντική

μετάβαση φάσης η παραπάνω γίνεται:

Bl(t) = − 1

2π

∫ 2π

0

dφeilφ−2iθ(φ)e−i|t|ε(φ), (8.45)

θ(φ) =

{
tan−1 rsinφ

h−cosφ , h− cosφ > 0

tan−1 rsinφ
h−cosφ + π, h− cosφ < 0

(8.46)

ε(φ) = 2

√
(h− cosφ)2 + r2sin2φ. (8.47)

Σε αυτό το όριο, επίσης, οι συναρτήσεις συσχετισμού και οι υπόλοιπες ποσότητες

των δύο τομέων (ενέργειες κλπ) ταυτίζονται, οπότε πράγματι η κατασκευή μας δε

θα επιφέρει καθόλου επιπλοκές και από ΄δω και μπρος ο διαχωρισμός μεταξύ των

τομέων χάνει τη σημασία του -παρατηρήστε ότι η ποσότητα ολοκλήρωσης θα ήταν

σε κάθε περίπτωση φ, είτε για m είτε για m + 1
2 στον εκθέτη. Επίσης, έχουμε

γράψει τη συνάρτηση συσχετισμού συναρτήσει της χρονικής διαφοράς t και της

διαφοράς μεταξύ των πλεγματικών θέσεων l εκμεταλλευόμενοι την αναλλοιώτητα

υπό χρονικές και υπό χωρικές μεταθέσεις.

Τώρα, αν θέσουμε r = 0 (δηλαδή επιβάλλουμε ισοτροπία στις x, y διευθύνσεις)

προκύπτει το λεγόμενο μοντέλο ΧΧ. Αν είναι και |h| ≤ 1 η συνάρτηση συσχετι-

σμού γίνεται:

Bl(t) =
1

2π

∫ 2π

0

dφeilφsgn(cosφ−h)e−i2|t||cosφ−h| =
1

π

∫ φh

−φh
dφeilφcos(2t(cosφ−h)),

(8.48)
όπου ορίσαμε τη γωνία φh για την οποία cosφh = h. Το ολοκλήρωμα αυτό μπορεί

να υπολογιστεί και δίνει:

Bl(t) =
2

π

∞∑
k=−∞

Jk(2t)
sin[(l + k)φh]

l + k
cos(2ht− kπ

2
), (8.49)

όπου Jk είναι οι συναρτήσεις Bessel.Αν ενδιαφερόμαστε για το στατικό αποτέλεσμα

προφανώς πρέπει να πάρουμε το όριο t → 0. Τότε μπορούμε πολύ εύκολα να

υπολογίσουμε από την (8.48):

Bl(0) =
2sin(lφh)

πl
. (8.50)

Κοντά στο κρίσιμο σημείο h = 1, βρίσκουμε φh '
√

2λ, λ ≡ 1−h→ 0+. Είναι

εμφανές ότι σ΄ αυτή την τιμή για το h οι συσχετίσεις εκμηδενίζονται. ΄Αρα, αυτή η

τιμή ορίζει την κλίμακα όπου κυριαρχούν οι ισχυρές ταλαντώσεις και καταστρέφουν

τις συσχετίσεις, οπότε το μήκος συσχέτισης κλιμακώνεται ως ξ ∼ λ−
1
2 ∼ λ−ν .

΄Αρα ο κρίσιμος εκθέτης είναι ν = 1
2 [20]. Για t → ∞ η έκφραση (8.49) τείνει
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στο μηδέν ως Bl ∼ |t|−1/2
, εκτός από την περιοχή κοντά στο κρίσιμο σημείο όπου

έχουμε ταλαντωτική συμπεριφορά:

Bl(t) '
2

πl
sin(φhl)cos(2tλ). (8.51)

Απ΄ αυτή την εξίσωση μπορούμε να αναγνωρίσουμε τη χρονική κλίμακα μετά την

οποία οι ισχυρές ταλαντώσεις καταποντίζουν τις συσχετίσεις: t ∼ λ−1 ∼ ξ2. Ο δε

δυναμικός κρίσιμος εκθέτης ορίζεται από την εξίσωση t ∼ ξz, οπότε εδώ z = 2.
΄Αρα, η εντροπία διεμπλοκής στη γειτονιά του κρίσιμου σημείου κλιμακώνεται ως

S ∼ 1
3 logξ ∼

1
6 logt.

8.3 Χρονοεξαρτώμενο μαγνητικό πεδίο

Παρατηρήστε ότι το h είναι η παράμετρος που συνοδεύει την προβολή του spin
στον άξονα z, το οποίο σημαίνει ότι ο αντίστοιχος όρος στη Hamiltonian είναι

η ενέργεια Zeeman, δηλαδή αυτή η παράμετρος παριστάνει ένα μαγνητικό πεδίο

ευθυγραμμισμένο με τον άξονα των z -εναλλακτικά μπορούμε να φανταστούμε ένα

τυχόν μαγνητικό πεδίο και κατόπιν να ορίσουμε το σύστημα αξόνων με τρόπο ώστε

αυτό το πεδίο να δείχνει προς τον άξονα z.
Σ΄ αυτή την ενότητα θα θεωρήσουμε πάλι το μοντέλο ΧΥ, αλλά θα επιτρέψουμε

στο πεδίο να έχει χρονική εξάρτηση. Η δυναμική της διεμπλοκής για χρονοεξαρ-

τώμενα πεδία έχει μελετήθει κατά κύριο λόγο αριθμητικά [1], [31], [32]. Εδώ

θα ασχοληθούμε με μια αναλυτική προσέγγιση του θέματος. Συγκεκριμένα, θα

βρούμε μια συνάρτηση συσχετισμού μεταξύ φερμιονικών πεδίων ορισμένων την

ίδια χρονική στιγμή, για χρονοεξαρτώμενο μαγνητικό πεδίο. Είναι προφανές ότι η

δυναμική εξέλιξη του μαγνητικού πεδίου θα έχει σαν αποτέλεσμα οι ιδιοενέργειες

καθώς και οι πίνακες διαγωνοποίησης να έχουν επίσης χρονική εξάρτηση, μιας και

εξαρτώνται από το πεδίο. Επίσης, το σύστημα σε αυτή την περίπτωση βρίσκεται

εκτός ισορροπίας. ΄Αρα, η μελέτη δε θα είναι τόσο απλή.

Ενδιαφερόμαστε για ποσότητες της μορφής

〈
ÔH(t)

〉
≡ tr

[
ρ̂inÔH(t)

]
, όπου

ρ̂in = ρ̂(−T ) είναι ο αρχικός πίνακας πυκνότητας τη στιγμή −T και ÔH είναι ένας

τελεστής Heisenberg:

ÔH(t) = Û(−T, t)ÔinÛ(t,−T ), Û(t,−T ) ≡ T̂ e−i
∫ t
−T dt

′Ĥ(t′). (8.52)

Θεωρούμε ότι αρχικά το σύστημα βρίσκεται σε θερμική ισορροπία

ρ̂in =
e−βĤin

Zin(β)
, (8.53)

όπου Zin(β) είναι η συνάρτηση συσχετισμού ως προς την Ĥin και Ĥin είναι η

Hamiltonian τη στιγμή −T , όπου το πεδίο έχει την αρχική του τιμή hin = h(−T ).
Για μηδενική θερμοκρασία β →∞ και αν η θεμελιώδης είναι μοναδική, ο πίνακας

πυκνότητας γίνεται ρ̂in = |0in〉 〈0in|. Αν η θεμελιώδης δεν είναι μοναδική, έχουμε
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Σχήμα 8.1: Η περιοχή Keldysh C.

ισοπίθανη μίξη εκφυλισμένων καταστάσεων. Θεωρούμε τώρα την εξής έκφραση:〈
ÔH(t)

〉
= tr

[
ρ̂inÛ(−T, T )Û(T, t)ÔinÛ(t,−T )

]
. (8.54)

Αυτός είναι ο λεγόμενος φορμαλισμός Schwinger-Keldysh [63]. Σ΄ αυτό το

φορμαλισμό ο χρόνος γίνεται μιγαδικός και ορίζεται επί της περιοχής P , που πε-

ρικλείει τον πραγματικό άξονα t, από tin+ ≡ −T + i0 ως tin− ≡ −T − i0 και

αποτελείται από δύο γραμμές: την L+ που συνδέει τα σημεία −T + i0 και T + i0
-επί της οποίας ονομάζουμε το χρόνο t+- και την L− που συνδέει τα σημεία T − i0
και −T − i0 -επί της οποίας ονομάζουμε το χρόνο t−. ΄Ετσι, χρόνοι επί της L+

προηγούνται πάντα των χρόνων επί της L−. Για μη μηδενική θερμοκρασία η περιο-

χή αυτή επεκτείνεται παράλληλα στο φανταστικό άξονα, από το σημείο −T − i0 ως

το −T − iβ με την αντίστοιχη γραμμή να ονομάζεται Lβ . Η όλη περιοχή αποκαλε-

ίται C (βλ. Σχήμα 7.1· εδώ δουλεύουμε με ti = −T , tf = T ). Δε θα αναλωθούμε

εδώ σε μακροσκελείς εξηγήσεις πάνω στο φορμαλισμό Keldysh, παρά θα χρησιμο-

ποιήσουμε έτοιμα τα εργαλεία που παρέχει. Αρκούμαστε να επισημάνουμε, ότι με

αυτή τη θεώρηση παρακάμπτονται προβλήματα που έχουν να κάνουν με το ότι σε

συστήματα που δεν είναι σε θερμική ισορροπία, η αδιαβατική εξέλιξη από τη θε-

μελιώδη σε κάποια χρονική στιγμή στη θεμελιώδη σε κάποια άλλη δεν είναι πάντα

εφικτή -ιδιώς αν παρέλθει μετάβαση φάσης.

Κάθε όρος της (8.54) μπορεί να εκφραστεί ως ολοκλήρωμα διαδρομών, πλην

όμως εδώ ο χρόνος θα τρέχει σε όλη την περιοχή P . Τότε, η γεννήτρια συνάρτηση

για τις αναμενόμενες τιμές εκτός ισορροπίας -σε πλήρη αναλογία με την περίπτωση

του φανταστικού χρόνου που μελετήσαμε- προκύπτει

Z[J ] =
1

Zin(β)

∫
AP

D2~z(tC)ei
∫
C
dtC [i ~z∗~̇z−HXY ( ~z∗,~z)]−i

∫
C
dtC ~J∗~z−i

∫
C
dtC ~z∗ ~J ,

(8.55)
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όπου το διάνυσμα συνοψίζει όλες τις μεταβλητές του συστήματος. ΄Οπως είπαμε,

ο χρόνος εδώ τρέχει στην περιοχή C, ενώ τα πεδία ~z(t±) ≡ ~z±(t) θεωρούνται

ανεξάρτητα. Θεωρούμε ότι το μαγνητικό πεδίο είναι ίδιο κατά μήκος των L±:
h+(t) = h−(t), και ότι κατά μήκος της Lβ διατηρεί την αρχική του τιμή hin. ΄Ετσι

μπορούμε να βρούμε συναρτήσεις συσχετισμού, ακριβώς όπως στην προηγούμενη

ενότητα, με συναρτησιακή παραγώγιση της (8.55).

Παρότι ο χρόνος τρέχει σε μια μη συμβατική περιοχή, ο υπολογισμός θα γίνει

ακριβώς με την ίδια μέθοδο που έγινε και στην προηγούμενη ενότητα. Θα δου-

λέψουμε και εδώ στον άρτιο τομέα του συστήματος. Η βασική υπολογιστική δυ-

σκολία είναι ότι λόγω της χρονικής εξάρτησης του πεδίου οι ενέργειες ε
(e)
m και ο

U
(e)
m είναι επίσης χρονοεξαρτώμενοι. ΄Ετσι θα εμφανιστεί στον κινητικό όρο της

δράσης η έξτρα συνεισφορά

U (e)†
m i∂tPU

(e)
m = −θ̇(e)

m σx, θ̇(e)
m = −ḣ 2r

ε
(e)2
m

sin
[

2π

N

(
m+

1

2

)]
= −ḣ 2r

ε
(e)2
m

sinφ(e)
m (r 6= 0),

(8.56)
κάτι που περιπλέκει τον υπολογισμό. Ωστόσο η τετραγωνική μορφή της δράσης

διασφαλίζει ότι ο υπολογισμός, παρότι δύσκολος, παραμένει εφικτός.

Η γεννήτρια συνάρτηση τότε, ακολουθώντας την πορεία της προηγούμενης

ενότητας, γίνεται

Z(e)[J ] =

N/2−1∏
m=0

Z(e)
m [J ], Z(e)

m [J ] =

∫
AP

Dφ∗mDφmeiS
(e)
m [J], (8.57)

με

S(e)
m [J ] =

∫
C

dtC

[
φ∗m

(
D(e)
m − θ̇(e)

m σx
)
φm − µ∗mφm − φ∗mµm

]
. (8.58)

Εδώ D
(e)
m είναι το ανάλογο του αντίστοιχου τελεστή της προηγούμενης ενότητας

σε χρόνο Keldysh

D(e)
m =

(
i∂tC − ε

(e)
m (tc) 0

0 i∂tC + ε
(e)
m (tc)

)
. (8.59)

΄Ετσι, αναμενόμενα, η γεννήτρια συνάρτηση μπορεί να υπολογιστεί:

Z(e)
m [J ] = Z(e)

m [0]exp
[
−i
∫
C

dtC

∫
C

dt′Cµ
∗
m(tC)G̃m(tC , t

′
C)µm(t′C)

]
, (8.60)

όπου η G̃m ορίζεται ως η αντιπεριοδική λύση της εξίσωσης Green(
D(e)
m − θ̇(e)

m σx
)
G̃m = Î . (8.61)
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Αφήνουμε τη λύση αυτής καθώς και τον υπολογισμό του Z
(e)
m [0] για το τέλος

της ενότητας. Εκεί θα δούμε ότι η G̃m, μπορεί να εκφραστεί ως

G̃m = Gm + ∆m, (8.62)

όπου ∆m είναι μια συγκλίνουσα σειρά ως προς θ̇
(e)
m , που μπορεί να υπολογιστεί

συστηματικά. Το αποτέλεσμά της μέχρι πρώτη τάξη είναι

∆m = Gmθ̇
(e)
m σxGm +O

(
θ̇(e)2
m

)
, (8.63)

όπου Gm είναι η αντιπεριοδική συνάρτηση Green που ικανοποιεί τη D
(e)
m Gm = Î,

η οποία θα υπολογιστεί και αυτή στο τέλος της ενότητας.

Ας μην ξεχνάμε εκείνο που κατά κύριο λόγο μας ενδιαφέρει: αυτό είναι το πώς

κλιμακώνεται η εντροπία κοντά στην κρισιμότητα. Αυτό θα το δούμε, ακριβώς

όπως στη χρονοανεξάρτητη περίπτωση, μέσω κάποιας συνάρτησης συσχετισμού.

Επιλέγουμε να εξετάσουμε την

〈
T̂
(
ψ̂†b(t2)ψ̂a(t1)

)〉
c

=
δ2Z[J ]

δJb(t2+)δJ̄a(t1+)

∣∣∣∣
J=0

, (8.64)

η οποία θα λάβει τον παράγοντα
1
2 για t2 = t1, b = a όπως εξηγήθηκε νωρίτερα.

Θεωρώντας τους δύο χρόνους ίδιους, η συνεισφορά του άρτιου τομέα μέχρι πρώτη

τάξη ως προς θ̇
(e)
m , προκύπτει

〈
ψ̂†b(t)ψ̂a(t)

〉(e)

c
= − i

2N

N−1∑
m=0

e−i
2π
N (m+ 1

2 )(b−a)× (8.65)

× tr
([

(Î +Gmθ̇
(e)
m σx)Gm

]
(t, t)

[
cos(2θ(e)

m (t))σz − sin(2θ(e)
m (t))σy

])
+

1

2
δba +O(θ̇(e)2

m ).

Για πεδίο h = h(ωt) και β → ∞, στο αδιαβατικό όριο η συνεισφορά της

∆m = Gmθ̇
(e)
m σxGm+O(θ̇

(e)2
m ) στη συνάρτηση συσχετισμού είναι αμελητέα καθώς

ω → 0. Τότε ο κυρίαρχος όρος στην (8.65) είναι αυτός που προέρχεται από τη

Gm και άρα

〈
ψ̂†b(t)ψ̂a(t)

〉(e)

c

ω→0' − i

2N

N−1∑
m=0

ei
2π
N (m+ 1

2 )(b−a)cos
(

2θ(e)
m (t)

)
tr
[
Gm(t, t)σz

]
+

1

2
δba =

β→∞

=
β→∞

− 1

2N

N−1∑
m=0

ei
2π
N (m+ 1

2 )(b−a)cos
(

2θ(e)
m (t)

)
+

1

2
δba, (8.66)

όπου εκμεταλλευτήκαμε την ιδιότητα G(−)(tC , t
′
C) = −G(+)(t′C , tC).

Συγκρίνοντας με το αντίστοιχο αποτέλεσμα για χρονοανεξάρτητο πεδίο, συ-

νάγουμε ότι στο αδιαβατικό όριο η μοναδική αλλαγή στη συνάρτηση συσχετισμού
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είναι η αλλαγή θ
(e)
m → θ

(e)
m (t). Ωστόσο, όπως θα δούμε, αυτό ισχύει μόνο μακριά

από το κρίσιμο σημείο. Αντίθετα, στην περιοχή γύρω απ΄ αυτό (|h−1| ∼ O(ω1/2)),
ανεξαρτήτως του πόσο αργή είναι η εξέλιξη, η συνεισφορά από τη ∆m δε μπορεί

να αγνοηθεί καθώς γίνεται εξίσου σημαντική με εκείνη από τη Gm. Αυτό είναι

σε πλήρη συμφωνία με το μηχανισμό Kibble-Zurek (KZM) [21], [22]: σύμφωνα

με αυτόν, η εξέλιξη ενός συστήματος μέσω μιας μετάβασης φάσης δεύτερης τάξης

δε μπορεί να είναι αδιαβατική κοντά στο κρίσιμο σημείο. Συγκεκριμένα, η εξέλιξη

θεωρείται αρχικά αδιαβατική και κοντά στην κρισιμότητα γίνει μη αδιαβατική. Εκεί

ο ρυθμός μεταβολής του ενεργειακό χάσματος γίνεται της ίδιας τάξης μεγέθους

με το ίδιο το χάσμα, |ḣ|/|h − 1| ∼ O(ω1/2). Τότε, για την εντροπία διεμπλοκής

αναμένουμε S ' 1
12 log2

1
ω .

Πριν κλείσουμε, θα σκιαγραφήσουμε τη μαθηματική ανάλυση που μας οδήγησε

στα παραπάνω συμπεράσματα.

Ξεκινάμε από την επίλυση της εξίσωσης Green (8.61) χωρίς τον όρο θ̇
(e)
m :(

i∂tC − ε
(e)
m (tC) 0

0 i∂tC + ε
(e)
m (tC)

)(
G

(+)
m (tC , t

′
C) 0

0 G
(−)
m (tC , t

′
C)

)
= ÎδC(tC−t′C).

(8.67)

Σύμφωνα με τις συμβάσεις μας η ενέργεια δεν αλλάζει μεταξύ των L+, L− οπότε

ε
(e)
m (t+) = ε

(e)
m (t−), ενώ παραμένει σταθερή επί του Lβ , ε

(e)
m = ε

(e)
m (hin). Η G

(+)
m ,

που διαδίδει τους m τρόπους, ικανοποιεί αντιπεριοδικές συνοριακές συνθήκες και

γίνεται

G(+)
m (tC , t

′
C) = −i

[
ΘC(tC − t′C)−

(
1 + eβε

(e)
m (hin)

)−1
]
e
−i

∫ tC
t′
C
dt′′Cε

(e)
m (t′′C)

.

(8.68)

Η αντίστοιχη συνάρτηση για τους N −m− 1 τρόπους -και αυτή ικανοποιεί αντι-

περιοδικές συνοριακές συνθήκες- γίνεται

G(−)
m (tC , t

′
C) = −i

[(
1 + eβε

(e)
m (hin)

)−1

−ΘC(t′C − tC)

]
e
i
∫ tC
t′
C
dt′′Cε

(e)
m (t′′C)

. (8.69)

Από αυτές, εύκολα βλέπουμε τη σημαντική ιδιότηταG
(−)
m (tC , t

′
C) = −G(+)

m (t′C , tC).
Εξ άλλου, ο παράγοντας κανονικοποίησης της (8.60) μπορεί να εκφραστεί ως

Z(e)
m [0] = Det

(
D(e)
m − θ̇(e)

m σx
)

= Det
(
D(e)
m

)
Det

(
Î −Km

)
, (8.70)

με Km = Gmθ̇
(e)
m σx1 και άρα

Z(e)[0] = Z
(e)
0 (β)

N/2−1∏
m=0

Det
(
Î −Km

) , (8.71)

1
με δείκτες αυτή γράφεται(

Km(tC − t′C)
)a

b =
(
Gm(tC − t′C)

)a
c (σ

x)c bθ̇
(e)
m (t′C)
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με Z
(e)
0 (β) = Z

(e)
in (β) =

∏N/2−1
m=0 Det

(
D

(e)
m

)
. Σε αυτή την εξίσωση εισάγαμε

τη συνάρτηση Green Gm, που ικανοποιεί τη D
(e)
m Gm = Î, την οποία λύσαμε

παραπάνω. Με τα ίδια επιχειρήματα που χρησιμοποιήθηκαν στη χρονοανεξάρτητη

περίπτωση, εύκολα βρίσκουμε

Z
(e)
0 (β) =

1

2

{
N−1∏
m=0

2cosh
(
βε(e)m (hin)/2

)
+

N−1∏
m=0

2sinh
(
βε(e)m (hin)/2

)}
. (8.72)

Για τον υπολογισμό του δεύτερου όρου γράφουμε

Det
(
Î −Km

)
= Det

(
Î − λKm

) ∣∣
λ=1

, (8.73)

ώστε να εκμεταλλευτούμε το γεγονός ότι η Det
(
Î − λKm

)
μπορεί να αναπτυχθεί

σε σειρά ως προς λ

Det
(
Î − λKm

)
=

∞∑
n=0

1

n!
a(m)
n λn, (8.74)

όπου

a(m)
n = (−1)nDet


TrKm n− 1
TrK2

m TrKm n− 2
. . . .
. . . .

TrKn
m TrKn−1

m . . TrKm

 , n ≥ 1 (8.75)

και a0 = 1. Εδώ το σύμβολο του ίχνους υπονοεί ίχνος ως προς τους δείκτες του

πίνακα αλλά και ως προς τους χρονικούς δείκτες:

Tr (. . . ) = tr
∫
C

dtC 〈tC |(. . . )|tC〉 =

∫
C

dtC
∑
aa

〈tC |(. . . )aa|tC〉 (8.76)

Αυτή η σειρά συγκλίνει ∀ λ αν ||Km||2 <∞, κάτι που ισχύει για την περιοχή μας

αν β < ∞ και T < ∞. Σε κάθε περίπτωση όμως, μπορούμε να υπολογίσουμε

το αποτέλεσμα στην περιοχή σύγκλισης και να κάνουμε αναλυτική συνέχιση του

αποτελέσματος έξω από αυτή. ΄Αρα κάθε τάξη μπορεί να βρεθεί αναλυτικά από αυτό

το ανάπτυγμα σε σειρά ως προς θ̇m. Εύκολα μπορούμε να δούμε πως TrK2ν−1
m =

0, ν = 1, 2, . . . . ΄Ετσι, στους συντελεστές (8.75) συνεισφέρουν μόνο οι άρτιες

δυνάμεις του Km. Για λ = 1 βρίσκουμε

Det
(
Î −Km

)
= exp

{
lnDet

(
Î −Km

)}
=

= exp
{
ln
[
1− 1

2
TrK2

m −
1

4

(
TrK4

m −
1

2

(
TrK2

m

)2)
+ . . .

]}
=

= exp
{
−1

2
TrK2

m −
1

4
TrK4

m − . . .
}
.

(8.77)
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΄Ετσι ο παράγοντας κανονικοποίησης της (8.70) γίνεται

Z(e)[0] = Z
(e)
0 (β)e−

1
2

∑N−1
m=0 Em , (8.78)

όπου

Em =
1

2
TrK2

m +
1

4
TrK4

m + . . . . (8.79)

Για την επίλυση της εξίσωσης Green

D̃mG̃m =
(
D(e)
m − θ̇(e)

m σx
)
G̃m = Î , (8.80)

γράφουμε

G̃m =
Î

Î −Km

Gm, Km = Gmθ̇
(e)
m σx, (8.81)

Μέσω της λεγόμενης τεχνικής Helmoholtz [35], η G̃m γίνεται

G̃m =
1

Det(1−Km)

( ∞∑
k=0

1

k!
b
(m)
k

)
Gm, (8.82)

όπου οι συντελεστές b
(m)
k προκύπτουν αντικαθιστώντας TrKn

m → TrKn
m − Kn

m

στους a
(m)
k της (8.75).

Τώρα, ορίζουμε ως A
(m)
n τον όρο που περιέχει όλους τους όρους της μορφής

Kk
mTrKl

m για k + l = n, οπότε μπορούμε να γράψουμε

G̃m =

∞∑
n=0

A(m)
n Gm = Gm + ∆m. (8.83)

Θεωρώντας μαγνητικό πεδίο h = h(ωt) (δηλαδή για τις ενέργειες ε = ε(ωt)), μπο-

ρούμε εύκολα να εκτιμήσουμε τη συνεισφορά του ∆m = KmGm +O(θ̇
(e)2
m ), μέσω

της αναβαθμονόμησης ωtC → tC . Η θ̇
(e)
m στα αναπτύγματα (8.77), (8.83), εμφα-

νίζεται πάντα μέσα σε μια χρονική ολοκλήρωση, οπότε ο συνδυασμός
∫
C
dtC θ̇

(e)
m (tC)

παραμένει αναλλοίωτος στο όριο T → ∞. ΄Αρα, η συχνότητα ω εμφανίζεται μόνο

στους εκθέτες των συναρτήσεων Green ως
2

exp

(
i

∫ tC

t′C

dt′′Cε(t
′′
C)

)
→ exp

(
i

∫ tC

t′C

dt′′Cε(t
′′
C)/ω

)
. (8.84)

Για β →∞ και για το θερμοδυναμικό όριο, με επανειλημμένη χρήση της ταυτότη-

τας

exp

(
i

∫ tC

t′C

dt′′Cε(t
′′
C)/ω

)
= −i ω

ε(tC)
∂tC exp

(
i

∫ tC

t′C

dt′′Cε(t
′′
C)/ω

)
(8.85)

2
Τα όρια ολοκλήρωσης θα αναβαθμονομηθούν φυσικά και αυτά, όμως η t′′ όχι, διότι είναι

εσωτερική μεταβλητή ολοκλήρωσης.
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μπορούμε να κάνουμε τις ολοκληρώσεις κατά μέρη που εμφανίζονται σε όλους τους

όρους μέσα στο ∆m. Υποθέτωντας ότι οι συνοριακοί όροι μηδενίζονται αρκούντως

γρήγορα για T → ∞, λαμβάνουμε το πολυπόθητο ανάπτυγμα σε δυνάμεις του ω,
το οποίο δικαιολογεί το συμπέρασμα ότι η συνεισφορά του ∆m στην (8.65) είναι

αμελητέα στο αδιαβατικό όριο. Αυτό όμως δεν ισχύει όταν
∫ tC
t′C
dt′′Cε(t

′′
C) ' ω → 0,

κάτι που μπορεί να συμβεί μόνο όταν το δυναμικό σύστημα πλησιάζει το κρίσιμο

σημείο σε μια περιοχή εύρους δt ∼ ω1/2
γύρω από αυτό, όπου ε ∼ |h− 1| ∼ ω1/2

.

Τότε ο εκθετικός παράγοντας στην (8.84) είναι σχεδόν σταθερός, οι όροι ανώτερης

τάξης γίνονται συγκρίσιμοι με τον όρο μηδενικής και το σύστημα δεν εξελίσσεται

πια αδιαβατικά, σε συμφωνία με το μηχανισμό Kibble -Zurek.
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Κεφάλαιο 9

ΜΙΑ ΠΡΟΤΑΣΗ ΓΙΑ ΜΗ

ΤΟΠΙΚΟΥΣ ΒΑΘΜΟΥΣ

ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ

΄Οπως αναφέραμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, τα φερμιόνια Majorana εμφανίστη-

καν πρώτη φορά σαν ένα μαθηματικό τρικ ώστε να αποδώσει η εξίσωση Dirac
πραγματικές λύσεις, χωρίς ωστόσο να έχει διευκρινιστεί η φυσική σημασία αυτών

των λύσεων. Αργότερα, βρέθηκαν συστήματα τα οποία, εντελώς ανέλπιστα, ήταν

σε θέση να φιλοξενήσουν ακριβώς τέτοια φερμιόνια. ΄Ενα αρχετυπικό παράδειγμα

τέτοιου συστήματος, και εξαιρετικά απλό στη μελέτη του, είναι η αλυσίδα Kitaev
[62]. Επί της ουσίας πρόκειται για ένα μονοδιάστατο p-υπεραγωγό. Ο Kitaev με-

λετώντας αυτό το μοντέλο έδειξε ότι με κατάλληλη επιλογή των παραμέτρων της

αλυσίδας -της παραμέτρου άλματος που εκφράζει την κινητικότητα των φερμιονίων

και του υπεραγώγιμου χάσματος που σε αδρές γραμμές είναι το ενεργειακό κέρδος

του συστήματος από το σχηματισμό ενός ζεύγους Cooper- εμφανίζονται μηδενι-

κοί τρόποι Majorana, ένας σε κάθε άκρο της αλυσίδας. Αυτοί οι δύο τρόποι δεν

είναι σε σύζευξη με κανένα άλλο φερμιόνιο του συστήματος και δεν εμφανίζονται

καν στη Hamiltonian. ΄Ομως όπως είπαμε δυο φερμιόνια Majorana στήνουν ένα

συμβατικό φερμιόνιο. ΄Ετσι εδώ, με χρήση των δύο μηδενικών τρόπων των άκρων

της αλυσίδας, μπορεί να προκύψει ένα νέο, συμβατικό φερμιόνιο. Το κέρδος ε-

ίναι ότι αυτό το φερμιόνιο είναι ακραία μη τοπικό -εδράζεται και στα δύο άκρα της

αλυσίδας- το οποίο σημαίνει ότι τοπικές παρεμβολές δε μπορούν να καταστρέψουν

την πληροφορία που φέρει. Αυτό είναι εξαιρετικά χρήσιμο από της σκοπιά της

κβαντικής πληροφορίας: πράγματι, από εδώ μπορεί να ξεκινήσει η μελέτη του το-

πολογικού υπολογισμού [60]. Σ΄ αυτό το είδος υπολογισμού, η πληροφορία είναι

αποθηκευμένη μη τοπικά, με αποτέλεσμα να είναι πολύ καλύτερα θωρακισμένη α-

πέναντι σε κάθε είδους τοπικές παρεμβολές, σε σχέση με άλλα κβαντικά συστήματα

που έχουν προταθεί για πραγματοποίηση κβαντικού υπολογισμού. Για παράδειγμα

η αποθήκευση της πληροφορίας σε τοπικούς βαθμούς ελευθερίας spin ηλεκτρο-

νίων, μοιάζει συχνά καταδικασμένη να αποτύχει, καθώς το spin είναι εξαιρετικά

103
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Σχήμα 9.1: ΄Ενα παράδειγμα τρίκλαδης αλυσίδας για το οποίο ισχύει N1 = 2,
N2 = 4, N3 = 3.

επιρρεπές σε περιβαλλοντικές παρεμβολές, σχεδόν κάθε είδους.

Σ΄ αυτή την ενότητα παρουσιάζεται μια πολύ φυσιολογική παραλλαγή της α-

λυσίδας Kitaev: θα μελετήσουμε ακριβώς αυτή την αλυσίδα στην περίπτωση που

παρουσιάζει κάποια διακλάδωση σε κάποιο σημείο στο εσωτερικό της. Αυτό που

θα έχουμε εδώ είναι στην ουσία μια τρίκλαδη αλυσίδα Kitaev, ή ισοδύναμα τρεις

αλυσίδες Kitaev που έχουν κοινό το ένα από τα άκρα τους. Η Hamiltonian που

θα μελετήσουμε περιέχει όρους που περιγράφουν ακριβώς τα ίδια φαινόμενα που

συναντώνται και στη συνήθη αλυσίδα: άλματα και υπεραγώγιμη σύζευξη μεταξύ

πλησιέστερων γειτόνων.

9.1 Η τρίκλαδη αλυσίδα

Χρησιμοποιούμε τους δείκτες α = 1, 2, 3 για να ονομάσουμε τους τρεις κλάδους

της κατασκευής και τους δείκτες k = 1, 2, . . . (η τιμή του δείκτη k αυξάνεται κα-

θώς απομακρυνόμαστε από το σημείο στο οποίο οι τρεις κλάδοι συναντιούνται) για

να ονομάσουμε τα πλεγματικά σημεία. Με αυτό τον τρόπο κάθε πλεγματικό σημείο

έχει ως ετικέτες δύο δείκτες, όπου ο πρώτος δηλώνει τον κλάδο και ο δεύτερος

το πλεγματικό σημείο του κλάδου. Το σημείο όπου οι τρεις κλάδοι συναντιούνται

δε χρειάζεται δύο δείκτες αφού δεν ανήκει σε κανέναν από τους τρεις κλάδους (ή

ανήκει σε όλους) και για αυτό χρησιμοποιείται ο δείκτης 0. N1, N2, N3 είναι ο

αριθμός των πλεγματικών σημείων κάθε κλάδου (βλ. Σχήμα 8.1), t είναι η πα-

ράμετρος άλματος και ∆ το υπεραγώγιμο χάσμα (υποθέτουμε ∆ = ∆∗, όπως στο

μοντέλο Kitaev). Επιπλέον, σε αυτή την ενότητα θα σημειώνουμε τους τελεστές

χωρίς το σύμβολό τους, μιας και δε θα εμπλακούμε με κλασικά σύμβολα ή κάτι

παρόμοιο, οπότε η διάκριση είναι περιττή.

Η Hamiltonian είναι (οι a είναι συνήθεις φερμιονικοί τελεστές που ικανοποιούν

την

{
ai, a

†
j

}
= δij , {ai, aj} = 0· το χημικό δυναμικό το θεωρούμε μηδενικό):
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H = −t
3∑

α=1

Nα−1∑
k=1

(a†α,kaα,k+1 + a†α,k+1aα,k)+

∆

3∑
α=1

Nα−1∑
k=1

(−1)α+1(aα,kaα,k+1 + a†α,k+1a
†
α,k)−

t(a†0a1,1 + a†1,1a0 + a†0a2,1 + a†2,1a0 + a†0a3,1 + a†3,1a0)+

∆(a0a1,1 + a†1,1a
†
0 + a2,1a0 + a†0a

†
2,1 + a0a3,1 + a†3,1a

†
0). (9.1)

Ο παράγοντας (−1)α+1
χρήζει σχολιασμού. Για να μη διακόψουμε την ανάλυση ε-

δώ, θα το σχολιάσουμε στο τέλος της ενότητας. Τώρα επιλέγουμε τις παραμέτρους

ώστε t = ∆, και η Hamiltonian γίνεται:

H = −t
3∑

α=1

Nα−1∑
k=1

(a†α,k + (−1)αaα,k)(aα,k+1 − (−1)αa†α,k+1)−

t[(a†0 − a0)(a†1,1 + a1,1) + (a†2,1 − a2,1)(a†0 + a0) + (a†0 − a0)(a†3,1 + a3,1)]. (9.2)

Για να τη γράψουμε σε συμπαγή μορφή, ορίζουμε τους τελεστές Majorana
(ικανοποιούν την άλγεβρα {γr, γs} = 2δrs -εδώ οι δείκτες r, s μπορεί να περι-

έχουν έναν (0) ή δύο (α, k) υποδείκτες και για την περίπτωση των δύο δrs =
δarasδkrks ,ενώ δrs = 0 αν οι r, s έχουν διαφορετικό αριθμό υποδεικτών- και

γ2
r = 1, γ†r = γr):

a†α,k + (−1)αaα,k = −iγα,2k, (9.3)

aα,k − (−1)αa†α,k = γα,2k−1, (9.4)

για α = 1, 3 αλλά

a†α,k + (−1)αaα,k = γα,2k, (9.5)

aα,k − (−1)αa†α,k = −iγα,2k−1, (9.6)

για α = 2 και για τον τόπο 0:

a†0 + a0 = γ0, (9.7)

a†0 − a0 = −iµ0. (9.8)

Τότε η Hamiltonian γίνεται:

H = it[

3∑
α=1

Nα−1∑
k=1

γα,2kγα,2k+1 + γ0γ2,1 + µ0γ1,1 + µ0γ3,1]. (9.9)
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Αυτή η μορφή μοιάζει με τη μορφή της Hamiltonian στο μοντέλο Kitaev αφού

εισάγουμε τους τελεστές Majorana. Στην αλυσίδα Kitaev, κάθε τελεστής Ma-
jorana εμφανίζεται σε έναν -το πολύ- όρο στην τετραγωνική Hamiltonian, κάτι

που επιτρέπει να ορίσουμε νέα συμβατικά φερμιόνια και έπειτα να βρούμε τη θε-

μελιώδη ύπο όρους αυτών, αφού για αυτά είναι εύκολο να βρεθεί ο χώρος Fock.
Εδώ αυτό μπορεί σχεδόν να γίνει: όντως όλα τα φερμιόνια Majorana εκτός του

µ0 εμφανίζονται το πολύ σε έναν όρο.

Ονομάζουμε:

it[

3∑
α=1

Nα−1∑
k=1

γα,2kγα,2k+1 + γ0γ2,1] = Htriv, (9.10)

it[µ0γ1,1 + µ0γ3,1] = Hcomp, (9.11)

για να χωρίσουμε το τμήμα της Hamiltonian το οποίο μπορούμε εύκολα να δια-

χειριστούμε από εκείνο που είναι πιο περίπλοκο. Ο μεταθέτης των δύο υπο-
Hamiltonians είναι μηδέν, οπότε μπορούν να διαγωνοποιηθούν ταυτόχρονα και

η θεμελιώδης δεν είναι παρά το τανυστικό γινόμενο των θεμελιωδών τους.

Αυτό όμως που κυρίως μας αφορά εδώ είναι ότι τρία ακριβώς Majorana φερμι-

όνια δεν εμφανίζονται στη Hamiltonian. ΄Οντως, όλα τους συμμετέχουν σε κάποιον

όρο, εκτός των γα,2Nα , α = 1, 2, 3. Είναι προφανές από τον τρόπο που κάναμε την

αρίθμηση ότι αυτοί οι τρόποι εδράζονται στα άκρα των κλάδων 1, 2, 3 αντίστοι-

χα. Αυτό σημαίνει ότι μπορεί κανείς να χρησιμοποιήσει αυτούς τους τρόπους για

να χτίσει νέους βαθμούς ελευθερίας οι οποίοι μετατίθενται με τη Hamiltonian,
καθιστώντας τη θεμελιώδη εκφυλισμένη.

Τώρα, προχωρούμε στην εύρεση της θεμελιώδους. Ορίζουμε τους συμβατικούς

φερμιονικούς τελεστές

Γα,k =
γα,2k + iγα,2k+1

2
, (9.12)

για α = 1, 2, 3 και k = 1, ..., Nα − 1, και το

Γ0 =
γ0 + iγ2,1

2
. (9.13)

΄Ετσι:

Htriv = t[

3∑
α=1

Nα−1∑
k=1

(2Γ†α,kΓα,k − 1) + 2Γ†0Γ0 − 1]. (9.14)

΄Ολοι οι όροι αυτής της Hamiltonian μετατίθενται μεταξύ τους. Προφανώς, κα-

θένας από αυτούς τους όρους μετράει τον αριθμό κατάληψης κάποιου φερμιο-

νίου Γ (και υπάρχουν και κάποιες σταθερές). ΄Ετσι η θεμελιώδης αυτής της

Hamiltonian είναι εκείνη χωρίς καθόλου Γ φερμιόνια (αυτή που ικανοποιεί την∏3
α=1

∏Nα−1
k=1 Γα,kΓ0 |0〉 = 0).
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Τώρα προχωρούμε στη μελέτη της Hcomp.Παρατηρούμε ότι μπορούμε να ο-

ρίσουμε τους τελεστές

γ± =
γ1,1 ± γ3,1√

2
. (9.15)

Είναι εύκολο να δείξουμε ότι αυτοί οι τελεστές είναι Majorana. Επομένως,

ορίζοντας και το συμβατικό φερμιόνιο

Γ00 =
µ0 + iγ+

2
, (9.16)

μπορούμε, με την ίδια λογική με πριν, να βρούμε τη θεμελιώδη που αντιστοιχεί στην

Hcomp. Ωστόσο, πλέον είναι προφανές ότι απουσιάζει από τη συνολική Hamilto-
nian και ένα τέταρτο φερμιόνιο Majorana, το γ−, το οποίο εδράζεται κοντά στο

σημείο διακλάδωσης.

Είμαστε πλέον έτοιμοι να εκφράσουμε τη συνολική θεμελιώδη συναρτήσει του

αριθμού κατάληψης των τρόπων που ορίστηκαν παραπάνω. Η θεμελιώδης είναι το

τανυστικό γινόμενο των καταστάσεων με αριθμό κατάληψης μηδέν για όλα τα Γ

φερμιόνια (Γ†α,kΓα,k
∣∣0Γα,k

〉
= 0 για α = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . Nα − 1, Γ†0Γ0 |0Γ0〉 =

0) Γ00, Γ†00Γ00 |0Γ00〉 = 0). ΄Ετσι

|GS〉 =

3∏
α=1

Nα−1∏
k=1

⊗
∣∣0Γα,k

〉
|0Γ0
〉 |0Γ00

〉 . (9.17)

Η ενέργεια της θεμελιώδους είναι −t(N1 +N2 +N3 − 2)−
√

2t και μπορεί να
γίνει 0 με μια κατάλληλη ενεργειακή προώθηση.

Σε επόμενη ενότητα θα μελετήσουμε τον εκφυλισμό της θεμελιώδους. Πριν

το κάνουμε όμως αυτό, θα προβούμε σε κάποιες επισημάνσεις για τη μορφή της

Hamiltonian που μελετήσαμε.

Θεωρούμε πάλι τη Hamiltonian (9.1). Αυτό που ουσιαστικά έπρεπε να κάνου-

με, ήταν να τη γράψουμε συναρτήσει φερμιονίων Majorana, και μετά να χρησιμο-

ποιήσουμε αυτά τα φερμιόνια για να ορίσουμε νέους, κατάλληλους φερμιονικούς

τελεστές. Τώρα, ας θεωρήσουμε μια πιο γενική Hamiltonian (όσον αφορά τις

παραμέτρους) που επιτρέπει αυτή τη διαδικασία:

H = −
3∑

α=1

Nα−1∑
k=1

tα(a†α,kaα,k+1 + a†α,k+1aα,k)+

3∑
α=1

Nα−1∑
k=1

∆α(aα,kaα,k+1 + a†α,k+1a
†
α,k)−

t01(a†0a1,1 + a†1,1a0)− t02(a†0a2,1 + a†2,1a0)− t03(a†0a3,1 + a†3,1a0)+

∆01(a0a1,1 + a†1,1a
†
0) + ∆02(a2,1a0 + a†0a

†
2,1) + ∆03(a0a3,1 + a†3,1a

†
0). (9.18)

Ξεκάθαρα μπορούμε να πάρουμε μια Hamiltonian σαν τη (9.2) που μας επι-

τρέπει να χρησιμοποιήσουμε φερμιόνια Majorana και να συνεχίσουμε τη διαδικασία
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θέτοντας tα = ∆α, t0α = ∆0α, για κάθε α. Με άλλα λόγια, δεν έχει διαφορά το να

θεωρήσουμε διαφορετικές παραμέτρους για τις τρεις αλυσίδες, και ακόμη και δια-

φορετική παράμετρο για το σημείο-κόμβο. Ωστόσο, προτιμήσαμε να δουλέψουμε

με τη Hamiltonian (9.1) αντί της πιο γενικής (9.18), διότι η (9.18) μοιάζει κάπως

αφύσικη: προσέξτε για παράδειγμα ότι για το σημείο α1 θεωρούμε διαφορετικές

παραμέτρους άλματος για τους δύο πλησιέστερους γείτονές του, κάτι όχι πολύ

φυσιολογικό. Από την άλλη, η Hamiltonian (9.1) είναι αρκετά φυσική, γιατί το

σύστημα θα μπορούσε να είναι ένα υπεραγώγιμο καλώδιο με μια διακλάδωση, κάτι

πολύ φυσικότερο από το ασαφές σύστημα που περιγράφει η (9.18).

Τώρα, ας ξεκαθαρίσουμε τον παράγοντα (−1)α+1. Μπορούμε να τον σκεφτο-

ύμε σαν έναν τρόπο να ανακτήσουμε την αλυσίδα Kitaev αποκόβοντας έναν εκ των

κλάδων 1, 3. Για να αποσαφηνιστεί η σημασία του, θεωρούμε πάλι τη Hamiltonian
(9.1), όμως χωρίς αυτό τον παράγοντα:

H = −t
3∑

α=1

Nα−1∑
k=1

(a†α,kaα,k+1 + a†α,k+1aα,k)+

∆

3∑
α=1

Nα−1∑
k=1

(aα,kaα,k+1 + a†α,k+1a
†
α,k)−

t(a†0a1,1 + a†1,1a0 + a†0a2,1 + a†2,1a0 + a†0a3,1 + a†3,1a0)+

∆(a0a1,1 + a†1,1a
†
0 + a0a2,1 + a†2,1a

†
0 + a0a3,1 + a†3,1a

†
0). (9.19)

Σημειώστε πως ο όρος a2,1a0 + a†0a
†
2,1 στην (9.1) γίνεται a0a2,1 + a†2,1a

†
0 στην

(9.19), γιατί στην (9.1) είναι γραμμένος ως (−1)α+1(a0a2,1 + a†2,1a
†
0) για α = 2,

οπότε αμελώντας τον παράγοντα μπροστά του παίρνουμε τον τελικό όρο στην

(9.19). ΄Οντως, τώρα έχουμε τέλεια συμμετρία ανταλλαγής οποιονδήποτε δύο εκ

των τριών κλάδων. Για t = ∆ και παραγοντοποιώντας παίρνουμε:

H = −t
3∑

α=1

Nα−1∑
k=1

(a†α,k − aα,k)(aα,k+1 + a†α,k+1)−

t[(a†0 − a0)(a†1,1 + a1,1) + (a†0 − a0)(a†2,1 + a2,1) + (a†0 − a0)(a†3,1 + a3,1)].

(9.20)

Τώρα, είναι εμφανές ότι οι ορισμοί των φερμιονίων Majorana θα αποδώσουν

μια Hamiltonian όπου ακριβώς ένα Majorana σε κάθε άκρο δε θα εμφανίζεται σε

αυτήν, αλλά πέραν αυτών, θα λείπει και ο τρόπος a†0 + a0. ΄Ετσι, προκύπτουν και

πάλι 4 ασύζευκτα Majorana, απλώς τώρα το ένα εδράζεται τοπικά στον πλεγματικό

τόπο συνάντησης των τριών αλυσίδων.

Πάντως, χωρίς αυτό τον παράγοντα είναι αναμενόμενο να εμφανίζονται τέσσε-

ρις μηδενικοί τρόποι. Αυτό μπορεί να γίνει εμφανές αν σκεφτούμε τη γεωμετρία

των αλυσίδων: Χωρίς τον παράγοντα (−1)α+1, είναι σαν να έχουμε τρεις αλυσίδες

Kitaev συνδεδεμένες στο ένα άκρο (το σημείο-κόμβος συμπίπτει με τον τόπο όπου
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βρίσκεται ένα εκ των ασύζευκτων Majorana φερμιονίων κάθε αλυσίδας). Διαι-

σθητικά αναμένουμε από αυτό τον τρόπο να επιβιώσει, αφού όλα τα υπόλοιπα

στη Hamiltonian μπορούν ακόμα να γραφούν συναρτήσει των νέων συμβατικών

φερμιονίων που θα ορίσουμε, σε κανένα εκ των οποίων δε συμμετέχει. Το ίδιο

συμβαίνει και για τους ασύζευκτους τρόπους στο άλλο άκρο κάθε αλυσίδας και

υπάρχουν φυσικά τρεις τέτοιοι, οπότε συνολικά τέσσερις.

Ελέγχοντας τη γεωμετρία που χρησιμοποιήσαμε εμείς στην εξίσωση (9.1), είναι

σαφές ότι συνδέσαμε μια αλυσίδα Kitaev σε ένα σημείο στο εσωτερικό μιας άλλης.

Διαισθητικά περιμένουμε τον ασύζευκτο τρόπο στο άκρο της πρώτης αλυσίδας να

αλληλεπιδράσει με τους τρόπους Majorana της δεύτερης (φυσικά μόνο με εκείνους

που αφορούν το σημείο σύνδεσης), με μη τετριμμένο τρόπο, ακριβώς όπως περι-

γράφεται από την Hcomp. Ωστόσο, είδαμε ότι ακόμη και σε αυτή την περίπτωση

επιβιώνει κοντά στο σημείο σύνδεσης ένα φερμιόνιο Majorana, το οποίο παραμένει

ασύζευκτο με όλα τα υπόλοιπα.

9.2 Χημικό δυναμικό και τοπικοποίηση

Θεωρούμε τη Hamiltonian (9.1) με τη σύμβαση t = ∆ και προσθέτουμε και τον

όρο που θα υπήρχε για μη μηδενικό χημικό δυναμικό:

Hchem = −µ[

3∑
α=1

Nα∑
k=1

(a†α,kaα,k −
1

2
) + a†0a0 −

1

2
]. (9.21)

Με τις αλλαγές (9.3) –(9.8) μπορούμε εύκολα να πιστοποίησουμε ότι

Hchem =
iµ

2
[

3∑
α=1

Nα∑
k=1

(−1)αγα,2kγα,2k−1 + µ0γ0]. (9.22)

Η συνολικήHamiltonian στη βάση (γ0, µ0, γ1,1, γ1,2...γ1,2N1
, γ2,1...γ2,2N2

γ3,1...γ3,2N3
)T

είναι:

H =



0 −w 0 · · · · · · u · · · · · · · · · · · ·
w 0 u · · · · · · 0 · · · · · · · · · · · ·
0 −u 0 w · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 −w 0 u · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−u 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 −u · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 w
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · −w 0



. (9.23)
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Αυτός ο πίνακας είναι αντισυμμετρικός, Aij = −Aji, και έχει τα ακόλουθα μη

μηδενικά στοιχεία (φυσικά αν το Aij είναι μη μηδενικό το ίδιο ισχύει και για το

Aji αλλά καταγράφουμε για συντομία μόνο έναν εξ αυτών):

Στα σημεία που βρίσκονται μία θέση δεξιά και μία θέση αριστερά της διαγωνίου,

όπου είναι:

A12 = −w, (9.24)

A23 = u, (9.25)

A2i+1,2i+2 = w, i = 1, · · · , N1, (9.26)

A2i+2,2i+3 = u i = 1, · · · , N1 − 1, (9.27)

A2i+1,2i+2 = −w, i = N1 + 1, · · · , N1 +N2, (9.28)

A2i+2,2i+3 = u, i = N1, · · · , N1 +N2 − 1, (9.29)

A2i+1,2i+2 = w, i = N1 +N2 + 1, · · · , N1 +N2 +N3, (9.30)

A2i+2,2i+3 = u, i = N1 +N2, · · · , N1 +N2 +N3 − 1 (9.31)

και επίσης στις θέσεις

A1,2N1+3 = u, (9.32)

A2,2N1+2N2+3 = u. (9.33)

Παραπάνω έχουμε θέσει

u =
t

2
, (9.34)

w =
µ

4
. (9.35)

Ψάχνουμε μηδενικούς τρόπους αυτής της Hamiltonian, δηλαδή καταστάσεις με

ενέργεια μηδέν, οπότε πρέπει να ικανοποιήσουμε τη συνθήκη (H +Hchem)U = 0,
U κάποια κατάσταση.

Θα ήταν εύκολο να βρούμε τέτοιες καταστάσεις U κατασκευαστικά, αν δεν

υπήρχαν τα στοιχεία A1,2N1+3 = u, A2,2N1+2N2+3 = u και τα αντισυμμετρικά τους.

Θα δούμε όμως ότι αυτά δε θα μας καταστρέψουν την κατασκευή. Ασχολούμαστε

με το μέρος του πίνακα της Hamiltonian που αφορά τις γραμμές και τις στήλες

από 3 ως 2N1 + 2. Αυτά δημιουργούν έναν πίνακα με σχετικά απλή μορφή:
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0 w 0 · · · · · · · · · · · ·
−w 0 u · · · · · · · · · · · ·
0 −u 0 w · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · w
· · · · · · · · · · · · · · · −w 0

 = H1. (9.36)

Απαιτώντας H1U = 0, μπορούμε να κατασκευάσουμε τη λύση

U =



0
(wu )N1−1

0
· · ·

(wu )2

0
w
u
0
1


. (9.37)

Στην πραγματικότητα υπάρχει πρόβλημα μόνο με το πρώτο στοιχείο αυτής της

κατάστασης: όντως για την πρώτη γραμμή της H1U για το συγκεκριμένο U ,
προκύπτει w(wu )N1−1

το οποίο είναι διάφορο του μηδενός. Αλλά αν υποτεθεί ότι

w < u (αυτό αντιστοιχεί στο παραμετρικό εύρος όπου η αλυσίδα Kitaev είναι

τοπολογική, που στην πραγματικότητα είναι και το μόνο εύρος όπου αναμένουμε

να βρούμε ασύζευκτους μηδενικούς τρόπους Majorana) και ότι ο αριθμός N1 είναι

αρκετά μεγάλος (η αλυσίδα είναι αρκετά μεγάλη), ο όρος αυτός είναι αμελητέος.

Το σφάλμα από την αμέλεια αυτού του όρου φθίνει εκθετικά με το μήκος της

αλυσίδας, οπότε για πολύ μακριές αλυσίδες είμαστε εντάξει.

Μπορούμε να επαναλάβουμε τη διαδικασία για το μέρος που αφορά τις γραμμές

και στήλες από 2N1 + 2N2 + 2 ως 2N1 + 2N2 + 2N3 + 2: όλα επαναλαμβάνονται

απαράλλαχτα και λαμβάνουμε την ίδια U . Το ίδιο συμβαίνει και για τα μέρη των

γραμμών και των στηλών από 2N1 +2 ως 2N1 +2N2 +2, με την αλλαγή w → −w,
αφού A2i+1,2i+2 = −w για τα στοιχεία που βρίσκονται εκεί.

Τώρα θεωρούμε τις ακόλουθες τρεις ((2N1 + 2N2 + 2N3 + 2)× 1) U :

U1 = (000(
w

u
)N1−10 · · · 0w

u
010 · · · 0)T , (9.38)

U2 = (000 · · · 0(
−w
u

)N2−10 · · · 0−w
u

010 · · · 0)T , (9.39)

U3 = (000 · · · 0(
w

u
)N3−10 · · · 0w

u
01)T . (9.40)

Το πρώτο μη μηδενικό στοιχείο της U2 είναι στη (2N1 + 2)-οστή γραμμή και το

τελευταίο στη (2N1 + 2N2 + 2)-οστή γραμμή, ενώ το πρώτο μη μηδενικό στοιχείο

της U3 είναι στη (2N1 + 2N2 + 2)-οστή γραμμή.

Επιθεωρώντας τες, μπορούμε να δούμε ότι οι U ικανοποιούν την (H+Hchem)U =
0 για αρκετά μακριές αλυσίδες (για μεγάλα N1, N2, N3). Αυτό γιατί τα μη μηδενικά
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στοιχεία του ολικού πίνακα της Hamiltonian A1,2N1+3 = u, A2,2N1+2N2+3 = u και

τα αντισυμμετρικά τους δεν καταστρέφουν την κατασκευή μας, αφού κανένα εκ των

U δεν έχει μη μηδενικό στοιχείο στην 1η, 2η, (2N1 + 3)-οστή ή (2N1 + 2N2 + 3)-
οστή γραμμή του. Επιπλέον, αφού τα δύο πρώτα στοιχεία σ΄ αυτές τις τρεις U είναι

μηδενικά, το στοιχείο A12 = −w και το αντισυμμετρικό του αφήνουν κι εκείνα την

κατασκευή μας αλώβητη. ΄Ετσι βρήκαμε τρία U τα οποία είναι μηδενικοί τρόποι

Majorana εκ κατασκευής.

Τώρα θα δούμε ότι εδράζονται τοπικοποιημένα στα άκρα των αλυσίδων και η

ύπαρξή τους φθίνει εκθετικά καθώς κινούμαστε προς το εσωτερικό -καθώς απο-

μακρυνόμαστε από τα άκρα.

Θεωρούμε το μηδενικό τρόπο Majorana για την πρώτη αλυσίδα, ο οποίος είναι

προφανέστατα ο U1. Οι άλλοι τρόποι Majorana μπορούν να μελετηθούν ακριβώς

με τον ίδιο τρόπο.

΄Οπως μπορούμε να δούμε, ο U1 μπορεί να γραφεί στη βάση που θεωρήσαμε

U1 = γ1,2N1
+
w

u
γ1,2N1−2 + (

w

u
)2γ1,2N1−4 + · · ·+ (

w

u
)N1−1γ1,2 (9.41)

(αγνοούμε τον παράγοντα κανονικοποίησης, αφού δεν επηρεάζει σε τίποτα το επι-

χείρημα που θα επικαλεστούμε).

Κινούμενοι από τα εξώτερα προς τα ενδότερα της αλυσίδας, η συνεισφορά από

τους τρόπους Majorana φθίνει για w < u. Αυτό διότι το άκρο της αλυσίδας

είναι το N1, το γειτονικό του το N1 − 1 και ούτω καθ΄ εξής. ΄Ετσι, το φερμιόνιο

Majorana με τη μεγαλύτερη συνεισφορά στο U είναι το γ1,2N1
, το οποίο εδράζεται

στο πλεγματικό σημείο N1, το φερμιόνιο Majorana με τη δεύτερη μεγαλύτερη

συνεισφορά είναι το γ1,2N1−2 το οποίο εδράζεται στο πλεγματικό σημείο N1 − 1
(εκείνο δίπλα στο άκρο) και ούτω καθ΄ εξής.

΄Αρα, η συνεισφορά από τα Majorana καθώς κινούμαστε από τα εξώτερα προς

τα ενδώτερα φθίνει εκθετικά e−k/ξ, όπου k είναι το βάθος σε αριθμό πλεγματικών

σημείων και ξ το μήκος συσχέτισης, που σε αυτή την περίπτωση είναι ίσο με

ξ = 1
ln uw

= 1
ln 2t

µ

.

Στην ακραία περίπτωση µ = 0 που μελετήσαμε νωρίτερα, το μήκος συσχέτισης

μηδενίζεται, δηλαδή η εκθετική πτώση οδηγεί σε μηδενισμό αμέσως, ήδη από τον

πρώτο πλεγματικό τόπο μετά το άκρο της αλυσίδας. Αυτό είναι εμφανές και από

τη μορφή των U , αφού για µ = 0 w = 0, οπότε η μόνη συνεισφορά έρχεται από το

μη μηδενικό στοιχείο που ισούται με 1, το οποίο αντιστοιχεί στο μηδενικό τρόπο

στο άκρο της κάθε αλυσίδας.

Παρόμοια συμπεράσματα μπορούν να βγουν και για το μηδενικό τρόπο γ− ο

οποίος εδράζεται κοντά στο σημείο διακλάδωσης, μόνο που η ύπαρξή του ανα-

μενόμενα φθίνει προς τις αλυσίδες 1,3. Πράγματι, θεωρώντας τον τρόπο U4 =
(0, 0, 1√

2
, 0, 1√

2
w
u , 0,

1√
2
(wu )2, . . . ,− 1√

2
, 0,− 1√

2
w
u , . . . ), όπου το στοιχείο − 1√

2
α-

ντιστοιχεί στον τρόπο γ3,1, μπορούμε να δούμε ότι είναι μηδενικός για αρκετά

μεγάλες αλυσίδες στο ίδιο παραμετρικό εύρος που είναι μηδενικοί και οι προηγο-

ύμενοι τρεις. Οπότε, και αυτό προστατεύεται τοπολογικά.
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9.3 Η πολλαπλότητα του εκφυλισμού

Σύμφωνα με όσα είδαμε στην προηγούμενη ενότητα, για μηδενικό χημικό δυναμικό

οι μηδενικοί τρόποι είναι προστατευμένοι. Στη συνέχεια, αυξάνοντας την τιμή

του χημικού δυναμικού, οι τρόποι αυτοί θα εξακολουθούν να επιβιώνουν -με την

ύπαρξή τους να φθίνει προς το εσωτερικό της διάταξης -ή προς το εξωτερικό για

τον κεντρικό τρόπο- ώσπου στην τιμή µ = 2t η τοπικοποίηση χάνεται και οι τρεις

τρόποι δεν είναι πια στα άκρα -ούτε ο τέταρτος κοντά στο κέντρο. Μια φυσιολογική

ερώτηση είναι γιατί συμβαίνει αυτό.

Για να απαντήσουμε, μπορούμε να θυμηθούμε τη βαθύτερη αιτία της ύπαρξης

των μηδενικών τρόπων στη συνήθη αλυσίδα Kitaev. Εκεί, υπάρχει η συμμετρία

σωματιδίων-οπών. Πρόκειται για μια συμμετρία η οποία ανταλλάζει ηλεκτρόνια και

οπές και εκφράζεται από έναν αντιμοναδιακό τελεστή C = τxK, όπου ο τx δρα

στο χώρο σωματιδίων-οπών και ο K εκφράζει τη μιγαδική συζυγία. Αυτό φυσι-

κώς σημαίνει ότι για κάθε κατάσταση με ενέργεια E θα υπάρχει και μια κατάσταση

με ενέργεια −E, δηλαδή οι καταστάσεις έρχονται σε ζεύγη και οι ενέργειες είναι

συμμετρικά τοποθετημένες γύρω από τη μηδενική ενέργεια. Αυτή είναι η παρα-

τήρηση που θα αξιοποιήσουμε για να δικαιολογήσουμε το διπλό εκφυλισμό που

συναντήσαμε στη διάταξή μας.

Παρότι επιλέξαμε μια παραλλαγή της αλυσίδαςKitaev, η συμμετρία σωματιδίων-

οπών, υπάρχει και εδώ, τόσο για την αρχική Hamiltonian όσο και για εκείνη που

προκύπτει παρουσία χημικού δυναμικού. Πράγματι, διαπλασιάζοντας τους φερμιο-

νικούς βαθμούς ελευθερίας και θεωρώντας τους ανεξάρτητους -όπως γίνεται συ-

νήθως όταν εξετάζουμε υπεραγωγούς- μπορούμε να γράψουμε τη Hamiltonian
στη βάση AT = (a1, a2, ...aN , a

†
1...a

†
N ), όπου N είναι ο συνολικός αρθμός των

φερμιονικών τελεστών της Hamiltonian. Τότε, ορίζοντας την ποσότητα HBdG

σύμφωνα με τη σχέση H = 1
2A
†HBdGA μπορούμε πάρα πολύ εύκολα να δείξουμε

τη σχέση CHBdGC
−1 = −HBdG. Αυτό είναι πολύ εύκολο να ερμηνευτεί φυσι-

κώς από το ότι η γενικότερη Hamiltonian που έχουμε γράψει ως τώρα διαθέτει

όρους άλματος, υπεραγώγιμους όρους και (στην περίπτωση μη μηδενικού χημικού

δυναμικού) όρους αριθμού κατάληψης πλεγματικών τόπων. ΄Ολοι αυτοί οι όροι

σέβονται τη συμμετρία σωματιδίων-οπών επομώνως το ίδιο συμβαίνει και με την

ολική Hamiltonian.
Εμείς βρήκαμε τέσσερις μηδενικούς τρόπους, οι οποίοι όμως δεν είναι φυσικοί

βαθμοί ελευθερίας, καθώς είναι φερμιόνια Majorana. Την ίδια στιγμή, λόγω της

συμμετρίας σωματιδίων-οπών και, συνακόλουθα, της συμμετρίας των ενεργειών

γύρω από τη μηδενική, είναι προφανές ότι έχουμε άρτιο αριθμό φυσικών καταστάσε-

ων μηδενικής ενέργειας. Επειδή έχουμε τέσσερα ανεξάρτητα φερμιόνια Majorana
είναι προφανές ότι μπορούμε με αυτά να ορίσουμε δύο συμβατικούς φερμιονικούς

τελεστές, οι οποίοι θα είναι ανεξάρτητοι τόσο μεταξύ τους όσο και από όλους

τους άλλους φερμιονικούς τελεστές που έχουμε ορίσει για να διαγωνοποιήσουμε

τη συνολική Hamiltonian. Ο αντίστοιχος χώρος Hilbert δύο διαφορετικών φερ-

μιονικών τρόπων είναι τετραδιάστος. Επομένως, είναι κατανοητό ότι ο εκφυλισμός

της θεμελιώδους στην περίπτωσή μας αναμένεται να είναι τετραπλός. Από αυτή τη

σκοπιά, η πολλαπλότητα του εκφυλισμού εξάγεται μόνο μέσω της συμμετρίας.

Τώρα, η Hamiltonian μας, όπως και εκείνη της αλυσίδας Kitaev, σέβεται
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τη συμμετρία σωματιδίων-οπών ανεξαρτήτως του σε ποιο παραμετρικό εύρος βρι-

σκόμαστε. Οπότε εύλογα μπορεί να αναρωτηθεί κανείς για ποιο λόγο σε κάποιο

παραμετρικό εύρος καταστρέφονται οι μηδενικοί τρόποι. Η απάντηση μπορεί να

ληφθεί από τη Hamiltonian απουσία χημικού δυναμικού. Πράγματι, όταν τη δια-

γωνοποίησαμε, αυτό που επί της ουσίας καταφέραμε να κάνουμε ήταν να βρούμε

τις ενέργειες του κυρίως όγκου. Είναι προφανές ότι υπάρχει μη μηδενικό ενερ-

γειακό χάσμα μεταξύ της θεμελιώδους και της πρώτης διεγερμένης, που σημαίνει

ότι στον κυρίως όγκο δεν υπάρχουν μηδενικής ενέργειας διεγέρσεις. Επομένως,

οι μηδενικοί τρόποι Majorana παραμένουν προστατευμένοι και τοπικοποιημένοι

λόγω της ύπαρξης αυτού του μη μηδενικού ενεργειακού χάσματος. Πότε αναμένε-

ται να αλλάξει αυτό; Προφανώς, όταν αποδώσουμε στο σύστημα αρκετή ενέργεια

ώστε να περάσει στην πρώτη διεγερμένη. Από τη διαγωνοποιημένη Hamiltonian
βλέπουμε λοιπόν ότι η απαιτούμενη ενέργεια για να αποτοπικοποιηθούν οι τρόποι

Majorana είναι ίση με 2t (αντιστοιχεί στη δημιουργία ενός Γ φερμιονίου) και άρα

επαληθεύεται από άλλη σκοπιά ότι η τιμή του χημικού δυναμικού πάνω από την

οποία οι τρόποι Majorana πάυουν να εδράζονται στα άκρα είναι µ = 2t.
Ανακεφαλαιώνοντας, από την παραπάνω ανάλυση εξάγεται ότι οι μηδενικοί

τρόποι είναι προστατευμένοι στα άκρα της αλυσίδας και στο κέντρο, αντίστοιχα, και

αποδίδουν τετραπλά εκφυλισμένη θεμελιώδη εξαιτίας της συμμετρίας σωματιδίων-

οπών και του μη μηδενικού χάσματος στον κυρίως όγκο της διάταξης. Αυτός

ο εκφυλισμός μπορεί να αξιοποιηθεί για να στηθούν δύο συμβατικοί φερμιονικο-

ί τρόποι, δηλαδή qubits. Αυτά τα qubits, λόγω του ότι τα συστατικά τους -οι

μηδενικοί τρόποι- είναι απομακρυσμένα, είναι ακραία αποτοπικοποιημένοι, με απο-

τέλεσμα η πληροφορία που φέρουν να είναι προστατευμένη από τοπικές παρεμβολές

(αρκεί βέβαια αυτές να μη δειγείρουν το σύστημα και να σέβονται τη συμμετρία

σωματιδίων-οπών ώστε οι τρόποι να παραμένουν προστατευμένοι στις θέσεις τους).

Από τη σκοπιά της κβαντικής πληροφορίας, το ενδιαφέρον αυτής της διάτα-

ξης σε σχέση με τη συμβατική αλυσίδα Kitaev είναι ότι παρέχει τη δυνατότητα

ανταλλαγής των φερμιονίων Majorana χωρίς την πρόσληψη εξωτερικών διατάξε-

ων. Πράγματι, είναι εμφανές ότι ελέγχοντας τις παραμέτρους του προβλήματος

μπορούμε να μετακινούμε τους μηδενικούς τρόπους: εφόσον, όπως εξηγήθηκε,

οι μηδενικοί τρόποι εδράζονται στα άκρα τοπολογικών αλυσίδων, προφανώς αν

θέλουμε να μετακινήσουμε πχ ένα μηδενικό τρόπο που εδράζεται στο άκρο κάποιας

αλυσίδας, το μόνο που έχουμε να κάνουμε είναι να θέσουμε τέτοιες παραμέτρους

που να καθιστούν την αντίστοιχη αλυσίδα τοπολογικά τετριμμένη από το άκρο της

εως το πλεγματικό σημείο όπου θέλουμε να μετακινήσουμε το μηδενικό τρόπο.

Αυτό, από τα προηγούμενα, φαίνεται ότι μπορούμε να το κάνουμε ελέγχοντας πχ

το χημικό δυναμικό. Τώρα, όσον αφορά τη συμβατική αλυσίδα Kitaev, είναι σαφές
ότι δεν είναι εφικτή μια ανταλλαγή των φερμιονίων που εδράζονται στα άκρα της,

κι αυτό γιατί, λόγω της γεωμετρίας της, μοιραία κατά τη διαδικασία ανταλλαγής

τους θα συγκρούονταν. Αντίθετα, στη διάταξη που προτείνουμε, με κατάλληλο

έλεγχο των παραμέτρων του προβλήματος θα μπορούσε να επιτευχθεί ανταλλαγή

οποιονδήποτε δύο μηδενικών τρόπων. Αυτή η ανταλλαγή, εφόσον είναι ξεκάθαρα

ένας μοναδιακός μετασχηματισμός, πραγματώνει μια κβαντική πύλη στα μη τοπι-

κά qubits και άρα τέτοιου είδους διαδικασίες μπορούν να προσληφθούν για την

πραγμάτωση κβαντικών υπολογισμών.
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Από τα ευρήματα αυτής της έρευνας, είναι πλέον σαφές ότι υπάρχει διαθέσιμος

ένας συνεπής ορισμός του ολοκληρώματος διαδρομών με συνοχικές καταστάσεις.

Η βάση του χάρτη από κβαντικές σε κλασικές Hamiltonians που προτείνουμε έχει

στιβαρά μαθηματικά θεμέλια: στα μποζονικά και στα συστήματα spin τη μέθο-

δο της γεωμετρικής κβάντωσης με ημιμορφές και στα φερμιονικά συστήματα τη

μέθοδο Faddeev-0Jackiw. Η ανάπτυξη, ωστόσο, των ιδεών που παρουσιάστηκαν

παραπάνω δε σταματάει, βέβαια, εδώ. Μια ενδιαφέρουσα, μάλλον μαθηματικής

φύσεως, κατέυθυνση θα ήταν να προσπαθήσει κανείς να επεκτείνει το εύρος των

τελεστών στους οποίους μπορεί να εφαρμοστεί η μέθοδος αποκβάντωσης που προ-

τείναμε. Αυτό θα μπορούσε να γίνει είτε με αναζήτηση μιας μεθόδου ανάλογης της

γεωμετρικής κβάντωσης, η οποία να είναι όμως εφαρμόσιμη και για μη γραμμικούς

τελεστές, είτε με χρήση πιο περίπλοκων αναλυτικών τεχνικών στο ολοκλήρωμα

διαδρομών.

Επίσης, όσον αφορά τις φυσικές εφαρμογές, είναι ενδιαφέρον να προσεγγιστο-

ύν με αυτό το φορμαλισμό και άλλα συστήματα της φυσικής στερεάς κατάστασης,

πέραν του μοντέλου ΧΥ με εξωτερικό πεδίο που αντιμετωπίσαμε παραπάνω. Ω-

στόσο, το μεγάλο ενδιαφέρον, κυρίως από τη σκοπιά της κβαντικής πληροφορίας,

το έχουν τα ανοιχτά συστήματα. Ο συνήθης φορμαλισμός της κβαντομηχανικής

για αυτά είναι ιδιαιτέρως στρυφνός και οι δυνατότητες αναλυτικής προσέγγισης

που παρέχει είναι περιορισμένες –ενώ δε μπορεί να αιχμαλωτίσει και οποιαδήπο-

τε περιβάλλοντα. Αντιθέτως, ο ασφαλής ορισμός του ολοκληρώματος διαδρομών

παρέχει τη δυνατότητα προσέγγισης αυτών των συστημάτων με χρήση κλασικών

ποσοτήτων. ΄Ετσι, ανοίγει ο δρόμος για τη μελέτη σημαντικών φαινομένων που

τα αφορούν, όπως η αποσυνοχή, η διεμπλοκή και η θερμοποίηση. Είναι ευνόητο

ότι η μελέτη αυτών των συστημάτων είναι στην καρδιά της προστασίας της κβα-

ντικής πληροφορίας: είναι πολύ σημαντικό να είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε πώς

επηρεάζεται ένα σύστημα, και άρα η πληροφορία που φέρει, από το περιβάλλον του.

΄Οσον αφορά τα μη τοπικά qubits, η επόμενη κατεύθυνση που θα μπορούσε να

πάρει η μελέτη είναι η εφαρμογή κβαντικών πυλών σε αυτό. Οι κβαντικές πύλες

είναι στην ουσία μοναδιακοί μετασχηματισμοί. Αυτές οι πύλες μπορούν να πραγμα-

τωθούν ελέγχοντας κατάλληλα τις παραμέτρους του προβλήματος και αντιστοιχούν
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σε μετακινήσεις των επιμέρους φερμιονίων Majorana.
Τέλος, σημειώνεται ότι τα ευρήματα αυτής της εργασίας εκπορεύονται κυρίως

από το ενδιαφέρον που παρουσιάζουν για τη μελέτη της κβαντικής πληροφορίας.

Ωστόσο, η χρησιμότητά τους δεν εξαντλείται σε αυτό το πεδίο, αλλά μπορούν να

εφαρμοστούν και σε περεταίρω κλάδους της φυσικής, όπως η φυσική συμπυκνω-

μένης ύλης, η φυσική στερεάς κατάστασης κα.
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