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Περίληψη

Στην παρούσα διατριβή πραγματοποιήθηκε η θεωρητική μελέτη φωτονικών μεταϋλικών.

Ειδικότερα αναπτύχθηκαν νέες μέθοδοι για τη μελέτη της αλληλεπίδρασης του φωτός με να-

νοδομημένες επιφάνειες που μεταβάλλονται περιοδικά στο χώρο, αλλά και το χρόνο. Τα μετα-

ϋλικά είναι συστοιχίες από ειδικά σχεδιασμένους σκεδαστές και παρουσιάζουν εντυπωσιακή

ηλεκτρομαγνητική απόκριση. Το δισδιάστατο αντίστοιχο των μεταϋλικών, η μεταεπιφάνεια

είναι πολύ πιο εύκολο να κατασκευαστεί και να χρησιμοποιηθεί. Οι οπτικές μεταεπιφάνειες

είναι στρώματα, που αποτελούνται από νανοδομές, με πάχος μικρότερο από το μήκος κύμα-

τος του φωτός και αλληλεπιδρούν έντονα με αυτό, με αποτέλεσμα να μεταβάλλουν δραματικά

τις ιδιότητές του, κάτι που έχει ανοίξει το δρόμο για μια πληθώρα πρακτικών εφαρμογών.

Αρκετές σύγχρονες νανοφωτονικές διατάξεις, στηρίζονται στην περιοδική οργάνωση των

δομικών λίθων τους στη μίκρο-νάνο κλίμακα. Επεκτείνοντας την ιδέα της περιοδικότητας,

επιπλέον, και στο βαθμό ελευθερίας του χρόνου, είναι εφικτό να εφευρεθούν νέες κατηγορίες

τεχνητών υλικών, όπως οι φωτονικοί χωροχρονικοί κρύσταλλοι ή τα χωροχρονικά μεταϋλι-

κά ή μεταεπιφάνειες. Η προσθήκη του επιπλέον βαθμού ελευθερίας, δίνει τη δυνατότητα

να χρησιμοποιήσουμε συνηθισμένα διηλεκτρικά όπως το Si για να πετύχουμε ιδιότητες που

εμφανίζονται μόνο σε μαγνητικά, ή μη γραμμικά αλλά και ενεργά υλικά. Η χρήση των χωρο-

χρονικών υλικών μπορεί εντέλει να μας δώσει νέες δυνατότητες για έλεγχο του φωτός. Στο

πρώτο μέρος της διδακτορικής διατριβής παρουσιάζεται μια επέκταση της μεθόδου πολλαπλής

σκέδασης (LMS - Layer Multiple Scattering) που επιτρέπει την περιγραφή χωρικά περιο-

δικών δομών με πολλούς διαφορετικούς σκεδαστές ανά κυψελίδα. Με τη βοήθεια αυτής,

μελετήθηκε η προοπτική χρήσης περιοδικών δομών από σωματίδια που εμφανίζουν πολυ-

πολικούς συντονισμούς Mie στην ανάπτυξη μεταεπιφανειών που μπορούν να ελέγχουν το

κυματομέτωπο κατά βούληση. ΄Ενα πλέγμα αποτελούμενο από ασύμμετρα διμερή πυριτίου
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μπορεί να καθοδηγήσει φως που προσπίπτει κάθετα στην επιφάνειά του, με διαφορετικούς

τρόπους, όπως εκτροπή της ανάκλασης αλλά και της διέλευσης σε μεγάλες γωνίες, ή και

διαχωρισμό της δέσμης ανάλογα με τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της επιφάνειας. Για να

γίνει αυτό χρησιμοποιήθηκαν διηλεκτρικά σωματίδια σε πολύ κοντινή απόσταση, στα οποία

υπάρχει μεγάλη αλληλεπίδραση μεταξύ των πολυπολικών συντονισμών Mie, στο πλέγμα.

Στο δεύτερο μέρος της διατριβής παρουσιάζεται μια επέκταση της θεωρίας Mie που περι-

γράφει τη σκέδαση από ένα σφαιρικό σκεδαστή με περιοδικά χρονικά μεταβαλλόμενη ακτίνα,

εφαρμόζοντας τη δυναμική μέθοδο Floquet. Η μελέτη έγινε σε συντονισμούς Mie υψηλής

ποιότητας-Q, και υπολογίστηκαν τα φάσματα της ενεργού διατομής σκέδασης. Ουσιαστικά,

πρόκειται για ένα πρόβλημα σύζευξης της ταλάντωσης του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου με την

ελαστική ταλάντωση της ακτίνας των σωματιδίων. Στην περιοχή ασθενούς αλληλεπίδρασης,

δηλαδή για συχνότητες μεταβολής της ακτίνας μικρότερες από το ημιπλάτος του οπτικού

συντονισμού, μπορεί να επιτευχθεί ισχυρή ασυμμετρία στις δέσμες Stokes, και anti-Stokes.

Επιπλέον, στην περιοχή ισχυρής αλληλεπίδρασης, είναι δυνατό να εμφανιστούν φαινόμενα

παραμετρικής σύζευξης, ενώ μελετήθηκε και η επίδραση της απόσβεσης στην ταλάντωση

της ακτίνας. Στο τρίτο μέρος της διατριβής αναπτύχθηκε μια γενίκευση της φωτονικής με-

θόδου LMS, η οποία μπορεί να περιγράψει περιοδικά πλέγματα από σφαιρικούς σκεδαστές,

στους οποίους η διηλεκτρική σταθερά (ή η ακτίνα) μεταβάλλεται περιοδικά με το χρόνο.

Μελετήθηκαν δισδιάστατα πλέγματα, που αποτελούνται από διηλεκτρικές σφαίρες υψηλού

δείκτη διάθλασης, με περιοδικά μεταβαλλόμενη διηλεκτρική σταθερά, στα οποία εμφανίζονται

φαινόμενα ισχυρής μη ελαστικής σκέδασης, για συχνότητες κάτω από το όριο περίθλασης.

Συγκεκριμένα, η ύπαρξη γειτονικών συντονισμών υψηλής ποιότητας, που προέρχονται από

τους συντονισμούς Mie των μεμονωμένων σφαιρών, οι οποίοι μπορούν να ρυθμιστούν κατά

βούληση με την κατάλληλη επιλογή των γεωμετρικών παραμέτρων, επιτρέπει την πραγμα-

τοποίηση οπτικών μεταβάσεων. Αυτές μπορούν να εκδηλωθούν ως ισχυρή μη ελαστική

σκέδαση, κάτω από κατάλληλες συνθήκες. Τα φαινόμενα μπορεί να είναι ενισχυμένα α-

κόμα και με μικρό πλάτος ταλάντωσης το οποίο μπορεί να επιτευχθεί πειραματικά ακόμα και

στο υπέρυθρο. Η κατανόηση των οπτικών ιδιοτήτων των συστημάτων που μεταβάλλονται

χρονικά, μπορεί να βοηθήσει στη δημιουργία νέων πρωτότυπων συσκευών.
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Στο Κεφάλαιο 1, γίνεται μια αναφορά σε βασικές εξισώσεις του ηλεκτρομαγνητισμού

(ΗΜ) και παρουσιάζεται μια αναλυτική περιγραφή της σκέδασης ΗΜ κύματος από μεμο-

νωμένο σκεδαστή, ειδικά για σωματίδια με σφαιρικό σχήμα. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται

η στρωματική μέθοδος πολλαπλής σκέδασης (LMS - Layer Multiple Scattering), με την

οποία είναι δυνατόν να πραγματοποιηθεί μελέτη χωρικά περιοδικών μεταεπιφανειών. Αυτή

στηρίζεται σε αντίστοιχη μέθοδο, η οποία χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της ηλεκτρο-

νικής δομής στερεών, των Korringa-Kohn-Rostocker (KKR). Η μέθοδος LMS δίνει τη

δυνατότητα μελέτης των οπτικών ιδιοτήτων πολυστρωματικών δομών. Στο παρόν κεφάλαιο

παρουσιάζεται η επέκταση της μεθόδου που επιτρέπει την περιγραφή περιοδικών δομών με

πολλούς διαφορετικούς σκεδαστές ανά κυψελίδα, αφού μέχρι τώρα υπήρχε η δυνατότητα

προσθήκης μόνο ενός σκεδαστή στη βάση.

Στο Κεφάλαιο 2, με τη βοήθεια της βελτιωμένης LMS παρουσιάζεται μια αναλυτική

μελέτη των οπτικών ιδιοτήτων περιοδικών δομών από σφαίρες πυριτίου, δίνοντας κυρίως

έμφαση στην αλληλεπίδραση μεταξύ των συντονισμών Mie των σφαιρών, αφού αυτή είναι

η αιτία εμφάνισης ενδιαφερόντων φαινομένων, όπως για παράδειγμα τέλειας ανάκλασης ή

ελεγχόμενης κατευθυντικής περίθλασης. Μελετήθηκαν περιπτώσεις μεταεπιφανειών που

εμφανίζουν ισχυρή ανάκλαση ή διέλευση σε μεγάλες γωνίες. Τέλος, παρουσιάζεται και μια

μέθοδος αντίστροφης σκέδασης, που επιτρέπει το σχεδιασμό μεταεπιφανειών με επιθυμητή

οπτική απόκριση και παρουσιάζονται δύο ενδιαφέρουσες εφαρμογές.

Στο Κεφάλαιο 3, παρουσιάζεται η μελέτη της σκέδασης του φωτός από μια ομοιογενή

διηλεκτρική σφαίρα με περιοδικά χρονικά μεταβαλλόμενη ακτίνα. Ο πίνακας ανελαστικής

σκέδασης Τ, ο οποίος περιγράφει το δυναμικά μεταβαλλόμενο σωματίδιο, υπολογίζεται χρη-

σιμοποιώντας τη δυναμική μέθοδο Floquet. Συγκεκριμένα, μελετήθηκε η οπτική απόκριση

μιας ομογενούς σφαίρας, με χαρακτηριστικά (διηλεκτρική σταθερά, μαγνητική διαπερατότη-

τα) που αντιστοιχούν σε πυρίτιο της οποίας η ακτίνα εκτελεί ημιτονοειδή ταλάντωση. Η

ταλάντωση της ακτίνας της σφαίρας εισάγει μια διαδικασία ανελαστικής σκέδασης που μελε-

τήθηκε τόσο στο όριο της ασθενούς αλληλεπίδρασης, αλλά και της ισχυρής αλληλεπίδρασης.

Επιπλέον, παρουσιάζεται και η μελέτη της επίδρασης της απόσβεσης στην ταλάντωση της

ακτίνας της σφαίρας, η οποία προκαλεί μείωση στα φαινόμενα ανελαστικής σκέδασης.

Στο Κεφάλαιο 4, παρουσιάζεται μια γενίκευση της φωτονικής μεθόδου LMS, η οποία

μπορεί να περιγράψει πλέγματα από σφαιρικούς σκεδαστές, στους οποίους η διηλεκτρική
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σταθερά (ή η ακτίνα) μεταβάλλεται περιοδικά με το χρόνο. Μελετήθηκαν δισδιάστατα πλέγ-

ματα, που αποτελούνται από διηλεκτρικές σφαίρες υψηλού δείκτη διάθλασης, με περιοδικά

μεταβαλλόμενη διηλεκτρική σταθερά, και αναδείχθηκε η εμφάνιση φαινομένων ισχυρής μη

ελαστικής σκέδασης, για συχνότητες κάτω από το όριο περίθλασης. Συγκεκριμένα, η ύπαρ-

ξη γειτονικών συντονισμών υψηλής ποιότητας, που προέρχονται από τους συντονισμούς

Mie των μεμονωμένων σφαιρών, οι οποίοι μπορούν να ρυθμιστούν κατά βούληση με την

κατάλληλη επιλογή των γεωμετρικών παραμέτρων, επιτρέπει την πραγματοποίηση οπτικών

μεταβάσεων. Αυτές εκδηλώνονται ως ισχυρή μη ελαστική σκέδαση, όταν ικανοποιείται η

συνθήκη του τριπλού συντονισμού, κατά την οποία η συχνότητα ταλάντωσης της ακτίνας ε-

ίναι ίση με τη διαφορά των συχνοτήτων δύο οπτικών συντονισμών. Ο παραπάνω μηχανισμός

οδηγεί σε ενισχυμένα φαινόμενα ακόμα και με μικρό πλάτος ταλάντωσης το οποίο μπορεί να

επιτευχθεί πειραματικά ακόμα και στο υπέρυθρο.



Abstract

Title: Study of space-time periodic microstructures for light control

by the layer multiple scattering method.

In this thesis, the theoretical study of photonic metamaterials was carried out. In

particular, new methods were developed to study the interaction of light with nanostru-

ctured surfaces that change periodically in space, but also in time. The metamaterials

are arrays of specially designed structures that exhibit an impressive electromagnetic

response. The two-dimensional equivalent of metamaterials, the metasurface is much

easier to build and use. Optical metasurfaces are layers, consisting of nanostructures,

with thickness smaller than the wavelength of light and interact strongly with it, chan-

ging dramatically its properties. Several modern nanophotonic devices are based on the

periodic organization of of their building blocks at the micro-nano scale. Extending the

idea of periodicity to the degree of freedom of time, it is possible to invent new cate-

gories of artificial materials, such as photonic spatiotemporal crystals or spatiotemporal

metamaterials or metasurfaces. Adding the extra degree of freedom, makes it possible

to use ordinary dielectrics such as Si to achieve properties that appear only in magnetic,

non-linear and active materials. The combination of space and time periodicity may

ultimately give us new possibilities for controlling light. In the first part of the PhD

thesis, an extension of the layer multiple scattering method (LMS) is presented, whi-

ch allows the study of space periodic materials with many different scatterers per cell.

Using this extension, we examined the prospect of using periodic structures consisting

of particles exhibiting multipolar Mie resonances, in order to construct metasurfaces

that control the wavefront at will. A lattice composed of asymmetric silicon dimers can
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guide light, incident perpendicular to its surface, with different ways, such as deflection

of reflection, but also of transmission, at large angles, or splitting the beam depending

on the geometric characteristics of the surface. For this reason, dielectric particles were

used at a very close distance, in which there is a large interaction between the mul-

tipolar Mie resonances, in the lattice. In the second part of the thesis, an extension

of the Mie theory is presented, which describes the scattering from a spherical scat-

terer with a periodically time-varying radius, applying the dynamic Floquet method.

The study was done in high quality-Q Mie resonances and the scattering cross section

spectra were calculated. Essentially, this is a problem of coupling the oscillation of the

electromagnetic field with the elastic one of the particle’s radius. In the weak interaction

regime, i.e. for radius change frequencies smaller than the optical half-width resonance,

a strong asymmetry can be achieved in the Stokes, and anti-Stokes beams. Moreover, in

the region of strong interaction, phenomena of parametric coupling may appear, while

the effect of damping on the oscillation of the radius was also studied. In the third

part of the thesis, a generalization of the photonic LMS method was developed, which

can describe periodic lattices of spherical scatterers, in which the dielectric constant (or

radius) varies periodically with time. Two-dimensional lattices, consisting of dielectric

spheres with high refractive index, were studied, with a periodically varying dielectric

constant, for frequencies below the diffraction limit. In this case, strong inelastic scatte-

ring phenomena can emerge. Specifically, optical transitions can be achieved due to the

existence of high-quality neighboring resonances, originating from the Mie resonances of

the individual spheres, which can be tuned at will, with the appropriate choice of the

geometrical parameters. These can manifest as strong inelastic scattering, under certain

conditions, which can be achieved experimentally even in infrared. Understanding the

optical properties of time varying systems can lead to development of novel devices.
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Κεφάλαιο 1

Στρωματική μέθοδος πολλαπλής

σκέδασης

1.1 Εισαγωγή

Τις τελευταίες δύο δεκαετίες, τα οπτικά μεταϋλικά [1, 2] έχουν προσελκύσει το ενδια-

φέρον, λόγω των αξιοσημείωτων ηλεκτρομαγνητικών ιδιοτήτων τους. Τα μεταϋλικά είναι

συστοιχίες από ειδικά σχεδιασμένους σκεδαστές και παρουσιάζουν εντυπωσιακή ηλεκτρο-

μαγνητική απόκριση. Τέτοια παραδείγματα είναι δομές που εμφανίζουν δείκτη διάθλασης

που μπορεί να είναι αρνητικός, [3, 4], μηδενικός [5] ή ακόμα και πολύ υψηλός [6, 7]. Το

δισδιάστατο αντίστοιχο των μεταϋλικών, η μεταεπιφάνεια [8, 9, 10] είναι πολύ πιο εύκολο να

κατασκευαστεί και να χρησιμοποιηθεί.

Οι οπτικές μεταεπιφάνειες είναι στρωματικές δομές με πάχος μικρότερο από το μήκος

κύματος του φωτός αλληλεπιδρώντας έντονα με αυτό, με αποτέλεσμα να μεταβάλλουν δρα-

ματικά τις ιδιότητές του. Σε αντίθεση με τη συμβατική οπτική, όπου η διάδοση του φωτός

καθορίζεται από τη διάθλαση σε μια διεπιφάνεια, οι μεταεπιφάνειες προσφέρουν μια θεμελιω-

δώς νέα μέθοδο χειρισμού του φωτός που βασίζεται στη σκέδαση από νανοδομές. Αυτές,

μπορούν να συλλάβουν συντονισμένα το φως και να το εκπέμψουν ξανά με καθορισμένη

φάση, πόλωση, συχνότητα, επιτρέποντας έτσι τον έλεγχο του κυματομετώπου με πρωτοφα-

νή ακρίβεια. Αυτή η ικανότητα χειρισμού του φωτός στο επίπεδο της νανοκλίμακας έχει

δώσει τη δυνατότητα πλήρους ελέγχου του κυματομετώπου και έχει ανοίξει το δρόμο για

12
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μια πληθώρα πρακτικών εφαρμογών, όπως τα φίλτρα συχνοτήτων, τον έλεγχο της πόλωσης,

αλλά και την ανίχνευση της ακτινοβολίας [11].

Ανάμεσα στις πρώτες μελέτες ήταν μεταεπιφάνειες που αποτελούνταν από μεταλλικές

(πλασμονικές) νανοδομές, όπως για παράδειγμα περιοδικά πλέγματα από νανοσωματίδια χρυ-

σού πάνω σε υπόστρωμα οξειδίου του πυριτίου. Αυτές, χρησιμοποιήθηκαν για να στρίψουν

τη δέσμη του φωτός [12, 13], μέσω του ελέγχου της φάσης του κύματος. Αυτά τα πρώτα

αποτελέσματα, ενέπνευσαν τους επιστήμονες να δημιουργήσουν εξαιρετικά λεπτά οπτικά

στοιχεία, συμβάλλοντας στην εξέλιξη του πεδίου των μεταεπιφανειών [13, 14]. Ωστόσο,

λόγω των ισχυρών απωλειών Joule στις μεταλλικές νανοδομές που συνθέτουν τη μετα-

επιφάνεια, οι πλασμονικές μεταεπιφάνειες έχουν φτάσει στο όριό τους στην απόδοση και την

αποδοτικότητα τους.

Μια σημαντική εναλλακτική λύση εμφανίστηκε γρήγορα στη χρήση διηλεκτρικών να-

νοσωματιδίων ως δομικών στοιχείων της μεταεπιφάνειας. Τα διηλεκτρικά νανοσωματίδια

παρουσιάζουν ισχυρούς συντονισμούς τύπου Mie τόσο ηλεκτρικού, όσο και μαγνητικού

τύπου [15], όπου το μήκος κύματος συντονισμού εξαρτάται από το μέγεθος του σωματιδίου,

το σχήμα και το υλικό. Στον συντονισμό, τα σωματίδια έχουν επαγόμενες ηλεκτρικές ή

μαγνητικές διπολικές (ή υψηλότερης τάξης) ροπές, η αλληλεπικάλυψη των οποίων επηρεάζει

έντονα την κατευθυντικότητα της σκέδασης. Για παράδειγμα, όταν ένα σωματίδιο εμφα-

νίζει συντονισμό ηλεκτρικού και μαγνητικού τύπου στην ίδια περιοχή συχνοτήτων, το φως

κατευθύνεται προς τα εμπρός και η οπισθοσκέδαση ελαχιστοποιείται, μέσω καταστροφικής

συμβολής. Επομένως, η διέλευση φωτός μέσω μιας μεταεπιφάνειας που αποτελείται από

τέτοια νανοσωματιδία μπορεί να είναι κοντά στη μονάδα, ενώ η φάση μπορεί να ποικίλλει σε

όλο το εύρος, 0–2π [16].

Η κατασκευή των μεταεπιφανειών έχει βασιστεί σε μια σειρά από διηλεκτρικά υλικά υ-

ψηλού δείκτη διάθλασης, τα οποία προσφέρουν διαφορετικές ευκαιρίες αλλά και προκλήσεις.

Οι νανοδομές από τις οποίες αποτελούνται οι μεταεπιφάνειες έχουν πάχος μικρότερο από

το μήκος κύματος και η κατασκευή τους απαιτεί τη χρήση προηγμένων τεχνικών νανοκα-

τασκευής (π.χ. λιθογραφία δέσμης ηλεκτρονίων). Το πιο σύνηθες υλικό επιλογής είναι σε

μεγάλο βαθμό το πυρίτιο, το οποίο είναι συμβατό με τη διαδικασία κατασκευής ημιαγωγών,

συγχωνεύοντας έτσι την κατασκευή ηλεκτρονικών τσιπ με το σχεδιασμό οπτικών συσκευών.

Το μειονέκτημα της χρήσης πυριτίου είναι η χαμηλή του διαφάνεια στο ορατό φάσμα.
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Στο παρόν κεφάλαιο θα γίνει μια αναλυτική παρουσίαση της στρωματικής μεθόδου πολλα-

πλής σκέδασης (LMS - Layer Multiple Scattering), με την οποία είναι δυνατόν να πραγματο-

ποιηθεί μελέτη χωρικά περιοδικών μεταεπιφανειών. Αυτή στηρίζεται σε αντίστοιχη μέθοδο,

η οποία χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της ηλεκτρονικής δομής στερεών, η οποία έχει

αναπτυχθεί από τους Korringa-Kohn-Rostocker (KKR) [17, 18]. Στη δική μας περίπτωση,

η μέθοδος LMS μας δίνει τη δυνατότητα για τη μελέτη των οπτικών ιδιοτήτων πολυστρω-

ματικών δομών. Τέτοιες δομές μπορεί να είναι οι φωτονικοί κρύσταλλοι [19, 20, 21, 22],

οι οποίοι εμφανίζουν πολλά ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά και αποτελούνται, συνήθως, από

πολλές διαδοχικές στρώσεις σκεδαστών, με αποτέλεσμα να είναι εύκολο να εφαρμοστεί η

μέθοδός μας. Επιπλέον, με τη μέθοδο πολλαπλής σκέδασης είναι δυνατόν να μελετηθούν και

υλικά με διασπορά, όπως είναι τα μέταλλα, μιας και αυτή επιλύει τις εξισώσεις του Maxwell

στο χώρο των συχνοτήτων. Αρχικά, η μέθοδος μπορούσε να χρησιμοποιηθεί μόνο για πε-

ριπτώσεις που η δομή περιλάμβανε, εκτός από ομογενή πλακίδια, και περιοδικά επίπεδα από

σφαιρικούς σκεδαστές [23, 24, 25, 26], όπως για παράδειγμα φωτονικοί κρύσταλλοι που

παρασκευάζονται με χημική σύνθεση κολλοειδών συστημάτων [27]. Από τότε έχουν γίνει

πολλές βελτιώσεις και προσθήκες στη μέθοδο. Κάποιες από αυτές είναι οι εξής: Δυνατότη-

τα προσθήκης σκεδαστών μη σφαιρικών [28, 29], κελύφη [30, 31], νανοδίσκοι [32], νανο-

κύβοι [33], νανοκεραίες [34], νανοσάντουιτς [35], χειρόμορφες ή γυροτροπικές δομές [36, 37],

υπολογισμός ΗΜ πεδίου παντού στο χώρο [38] κ.α. Στο παρόν κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε

την επέκταση της μεθόδου που μας δίνει τη δυνατότητα της περιγραφής περιοδικών δομών

με πολλούς διαφορετικούς σκεδαστές ανά κυψελίδα, αφού μέχρι τώρα υπήρχε η δυνατότητα

υπολογισμού δισδιάστατων περιοδικών δομών με ένα σκεδαστή στη βάση.

Αρχικά, θα γίνει μια αναφορά σε βασικές εξισώσεις του ηλεκτρομαγνητισμού (ΗΜ) και

θα παρουσιαστεί μια αναλυτική περιγραφή της σκέδασης ΗΜ κύματος από μεμονωμένο σκε-

δαστή, ειδικά για σωματίδια με σφαιρικό σχήμα. Θα οριστεί ο πίνακας σκέδασης Τ και με τη

βοήθεια αυτού θα υπολογιστούν η ενεργός διατομή σκέδασης, απορρόφησης και απόσβεσης.

Η μελέτη του φαινομένου της σκέδασης (ειδικά από σφαίρες) και η περιγραφή αυτής με τη

βοήθεια του πίνακα σκέδασης αποτελεί θεμέλιο της μεθόδου πολλαπλής σκέδασης.
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1.2 Οι εξισώσεις του Maxwell

Οι σημαντικότερες εξισώσεις στο πεδίο του ηλεκτρομαγνητισμού στο μακρόκοσμο, συ-

μπεριλαμβάνοντας και τη διάδοση του φωτός σε φωτονικούς κρυστάλλους, είναι οι εξισώσεις

του Maxwell. Αυτές, στο σύστημα μονάδων SI, στην ύλη, δίνονται από τις τέσσερις παρα-

κάτω εξισώσεις:

∇ ·D(r, t) = ρ(r, t), (1.1)

∇ ·B(r, t) = 0, (1.2)

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t
, (1.3)

∇×H(r, t) =
∂D(r, t)

∂t
+ j(r, t), (1.4)

όπου τα E και H είναι το μακροσκοπικό ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο, αντίστοιχα, ε-

νώ τα D και B είναι η ηλεκτρική μετατόπιση και η μαγνητική επαγωγή. Οι ποσότητες ρ

και j αντιστοιχούν στην πυκνότητα των ελεύθερων φορτίων και του ρεύματος, αντίστοιχα.

Μια κομψή απόδειξη των εξισώσεων αυτών μπορεί να βρει κάποιος στο βιβλίο του Jack-

son [39]. Αυτές οι τέσσερις εξισώσεις περιγράφουν πλήρως το ΗΜ πεδίο και θεωρούνται

οι θεμελιώδεις εξισώσεις του ηλεκτρομαγνητισμού. Στην παρούσα διδακτορική διατριβή α-

σχολούμαστε με συστήματα στα οποία δεν υπάρχουν ελεύθερα φορτία ή ρεύματα, οπότε σε

αυτές τις περιπτώσεις ισχύει ρ = 0 και j = 0.

Η ηλεκτρική μετατόπιση και η μαγνητική επαγωγή, D και B, συνδέονται με το ηλεκτρικό

και το μαγνητικό πεδίο μέσω εξισώσεων της μορφής

D = D[E , B]

H = H[E , B] .
(1.5)

Στις παραπάνω σχέσεις χρησιμοποιήσαμε τις αγκύλες για να δείξουμε ότι οι εξαρτήσεις με τα

πεδία είναι σύνθετες, αφού μπορεί να είναι μη γραμμικές ή να συσχετίζονται με την υστέρηση

του υλικού. Στην παρούσα διατριβή, θεωρούμε ότι η εξάρτηση είναι γραμμική και για ένα εν

γένει ανισοτροπικό μέσο ισχύει:
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D(r, t) = ϵ0

∫ +∞

−∞
dt′ϵ

(
r, t− t′

)
E
(
r, t′
)

B(r, t) = µ0

∫ +∞

−∞
dt′µ

(
r, t− t′

)
H
(
r, t′
)
,

(1.6)

όπου ϵ0 και µ0 είναι η διηλεκτρική σταθερά και η μαγνητική διαπερατότητα του κενο-

ύ, αντίστοιχα. Αυτές, συνδέονται με την ταχύτητα του φωτός c, μέσω της εξίσωσης

c = 1/
√
µ0ϵ0. Τα ϵ,µ είναι η σχετική διηλεκτρική συνάρτηση και η σχετική μαγνητική

διαπερατότητα του υλικού που γενικά είναι τανυστές δεύτερης τάξης, όμως στη δική μας πε-

ρίπτωση απλοποιούνται σε απλά βαθμωτά μεγέθη, αφού θα μελετήσουμε ισοτροπικά υλικά.

Αν κάνουμε τον μετασχηματισμό Fourier έχουμε

D(r;ω) = ϵ0ϵ(r;ω)E(r;ω)

B(r;ω) = µ0µ(r;ω)H(r;ω),
(1.7)

όπου

F(r, ω) =

∫ +∞

−∞
dω exp(iωt)F(r; t), F = D,B,E,H

f(r;ω) =

∫ +∞

−∞
dt exp(iωt)f(r, t), f = ϵ, µ. (1.8)

Επιπλέον πρέπει να ισχύουν και οι παρακάτω σχέσεις

F(r;−ω) = F∗(r;ω), F = D,B,E,H

f(r;−ω) = f∗(r;ω), f = ϵ, µ. (1.9)

Το σύμβολο ∗ δηλώνει τη μιγαδική συζυγία. Οι παραπάνω περιορισμοί πρέπει να ικανοποιο-

ύνται, αφού οι συναρτήσεις συσχέτισης και τα χωροχρονικά πεδία είναι πραγματικοί αριθμοί,

ενώ οι μετασχηματισμένες είναι μιγαδικές ποσότητες.

Οι εξισώσεις του Maxwell (1.1)-(1.4) είναι γραμμικές. Γι΄ αυτό το λόγο το συνολικό

πεδίο μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός μονοχρωματικών κυμάτων και, έτσι, είναι

αρκετό να λύσουμε τις εξισώσεις του Maxwell για κάθε πεδίο συχνότητας ω με μορφή
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E(r, t) = [E(r) exp(−iωt)]

H(r, t) = [H(r) exp(−iωt)].
(1.10)

1.3 Κυματικές εξισώσεις και επίπεδα κύματα

΄Οπως είδαμε παραπάνω, θεωρώντας ότι στο χώρο δεν υπάρχουν ελεύθερα φορτία και

ρεύματα, οι εξισώσεις του Maxwell γράφονται

∇ · [ϵ(r;ω)E(r)] = 0, (1.11)

∇ · [µ(r;ω)H(r)] = 0, (1.12)

∇×E(r) = iωµ0µ(r;ω)H(r) (1.13)

∇×H(r) = −iωϵ0ϵ(r;ω)E(r), (1.14)

όπου δεν έχει συμπεριληφθεί η εξάρτηση από τη συχνότητα για λόγους συντομίας. Για να

ικανοποιείται η εξίσωση (1.11), όταν το μέσο διάδοσης είναι ομοιογενές και ισότροπο, θα

πρέπει

ϵ(ω) = 0 ή ∇ ·E(r) = 0. (1.15)

Αρχικά θεωρούμε ότι ϵ(ω) ̸= 0. Αν απαλείψουμε το H από τις Εξ. (1.13) και (1.14),

προκύπτει

∇×∇×E(r) = µ0µϵ0ϵω
2E(r). (1.16)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι ∇ × (∇ × A) = ∇(∇ · A) − ∇2A και την Εξ. (1.11), η (1.16)

γίνεται

∇2E(r) + µ0µϵ0ϵω
2E(r) = 0. (1.17)
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Αντίστοιχη εξίσωση ισχύει και για το H.

Οι λύσεις της Εξ. (1.17) μπορούν να γραφτούν στη βάση των επιπέδων κυμάτων με

κυματάνυσμα q και μέτρο ίσο με q =
√
ϵµω/c.

Eqp(r) = E0(q) exp(iq · r) , (1.18)

και

Hqp(r) = H0(q) exp(iq · r) , (1.19)

όπου E0(q) = E0(q)êp(q) και H0(q) = H0(q)êp(q) , με τα êp(q), p = 0, 1, 2 να αντι-

στοιχούν στο ακτινικό, πολικό και αζιμουθιακό μοναδιαίο διάνυσμα, αντίστοιχα, για ένα

δεδομένο διάνυσμα q, και να καθορίζουν την πόλωση (Σχ. 1.1 [38]).

Σχήμα 1.1: Το σύστημα συντεταγμένων [38] για δεδομένο q.

Οι παραπάνω λύσεις είναι τα εγκάρσια ΗΜ κύματα. Το διαμήκες κύμα, το οποίο αποτελεί

λύση μόνο αν ω = 0 και έχει ê0(q) = q̂, δεν αποτελεί οδεύον κύμα.



19 1.4. Κυματικές εξισώσεις και σφαιρικά κύματα

1.4 Κυματικές εξισώσεις και σφαιρικά κύματα

Στο μεγαλύτερο μέρος της παρούσας διδακτορικής διατριβής θα ασχοληθούμε με τη

σκέδαση ενός επίπεδου κύματος από δομές που αποτελούνται από σφαιρικούς σκεδαστές.

Σε αυτές τις περιπτώσεις λόγω της σφαιρικής συμμετρίας των σωματιδίων, είναι χρήσιμο να

γράψουμε τις λύσεις της κυματικής εξίσωσης στη μορφή διανυσματικών σφαιρικών κυμάτων.

Για να έχουμε ένα πλήρες σύνολο λύσεων της (1.16), πρέπει να συμπεριλάβουμε τα διαμήκη

κύματα

JLℓmq(r) =
1

q
∇ [jℓ(qr)Yℓm(r̂)] , HLℓmq(r) =

1

q
∇
[
h+ℓ (qr)Yℓm(r̂)

]
(1.20)

αλλά και τα εγκάρσια

JHℓmq(r) = jℓ(qr)Xℓm(r̂), HHℓmq(r) = h+ℓ (qr)Xℓm(r̂) (1.21)

και

JEℓmq(r) =
i

q
∇× jℓ(qr)Xℓm(r̂) =

i

q
∇× JHℓmq(r),

HEℓmq(r) =
i

q
∇× h+ℓ (qr)Xℓm(r̂) =

i

q
∇×HHℓmq(r)

(1.22)

σε δοσμένη συχνότητα, όπου jℓ είναι οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel και Xℓm οι διανυσμα-

τικές σφαιρικές αρμονικές, οι οποίες ορίζονται από τους όρους των γνωστών (βαθμωτών)

σφαιρικών αρμονικών, Yℓm(r), ως

√
ℓ(ℓ+ 1)Xℓm(r) = −ir×∇Yℓm(r), (1.23)

οι οποίες περιγράφονται αναλυτικά στο Παράρτημα Βʹ.

΄Οπως φαίνεται, οι Εξ. (1.20), (1.21), (1.22) καθορίζονται από το κυματάνυσμα q, τους

γνωστούς δείκτες της στροφορμής ℓ, m και το δείκτη P = L,E,H, ο οποίος αναφέρεται

στην πόλωση. Από εδώ και στο εξής θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο L, για λόγους συντο-

μίας, ο οποίος θα συμπεριλαμβάνει τους δείκτες Pℓm και θα αναφέρεται στις μη τετριμμένες

λύσεις, δηλαδή για P = E,H, ℓ = 1, . . . ,∞, m = −ℓ, . . . , ℓ. Τέλος, είναι πολύ σημαντικό

να τονιστεί ότι οι συναρτήσεις J είναι ομαλές σε όλα τα σημεία, ακόμα και στο r = 0. Α-
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ντίθετα, οι H απειρίζονται στο μηδέν, ενώ στην περίπτωση που r → ∞, παίρνουν τη μορφή

εξερχόμενων σφαιρικών κυμάτων. ΄Ετσι, λοιπόν, είναι εύκολο να καταλάβει κάποιος γιατί

τα πρώτα (J) μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να περιγράψουν ένα εισερχόμενο κύμα στο

σημείο r = 0, ενώ τα δεύτερα (H) είναι κατάλληλα για την περιγραφή ενός εξερχόμενου

κύματος.

΄Ενα εγκάρσιο μονοχρωματικό κύμα (1.18), με συχνότητα ω, που διαδίδεται σε ομοιογε-

νές μέσο μπορεί να γραφεί στη μορφή σφαιρικών κυμάτων.

E0(r) =
∑
L

a0LJL(r) . (1.24)

Στην παραπάνω εξίσωση δεν έχουμε συμπεριλάβει, για λόγους συντομίας, το δείκτη του

κυματανύσματος q = ω
√
ϵµ/c, μιας και, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, η συχνότητα είναι

πλήρως καθορισμένη. Το πρόβλημα, λοιπόν, ανάπτυξης ενός επίπεδου κύματος σε σφαιρικά,

ανάγεται στο να βρεθούν οι συντελεστές a0L, που ονομάζονται συντελεστές τις σφαιρικής

ανάπτυξης.

Για τους συντελεστές a0L ισχύει

a0L = A0
L(q̂) ·E0(q) , (1.25)

με τα διανύσματα A0
L(q̂) να ορίζονται στο επίπεδο των ê1(q), ê2(q). Για να βρεθούν τα

διανύσματα A0
L(q̂) πρέπει να γίνει αντικατάσταση στην Εξ. (1.24), χρησιμοποιώντας το

παρακάτω ανάπτυγμα [40]

eiq·r = 4π
∑
ℓm

iℓjℓ(qr)Yℓm(r̂)Y ∗
ℓm(q̂) (1.26)

μαζί με τις σχέσεις που περιγράφονται στο παράρτημα Γʹ. Λαμβάνοντας όλα τα παραπάνω

υπόψη, οι εκφράσεις που προκύπτουν για τα A0
L(q̂) είναι
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A0
Hℓm(q̂) =

4πiℓ(−1)m+1

ψℓ

×
{[
αm
ℓ cos θeiϕYℓ−m−1(q̂) +m sin θYℓ−m(q̂)

+α−m
ℓ cos θe−iϕYℓ−m+1(q̂)

]
ê1(q)

+i
[
αm
ℓ e

iϕYℓ−m−1(q̂)− α−m
ℓ e−iϕYℓ−m+1(q̂)

]
ê2(q)

}
= 4πiℓ(−1)m+1Xℓ−m(q̂)

(1.27)

και

A0
Eℓm(q̂) =

4πiℓ(−1)m+1

ψℓ

×
{
i
[
αm
ℓ e

iϕYℓ−m−1(q̂)− α−m
ℓ e−iϕYℓ−m+1(q̂)

]
ê1(q)

−
[
αm
ℓ cos θeiϕYℓ−m−1(q̂) +m sin θYℓ−m(q̂)

+α−m
ℓ cos θe−iϕYℓ−m+1(q̂)

]
ê2(q)

}
= 4πiℓ(−1)m+1Xℓ−m(q̂)× q̂,

(1.28)

όπου με ê1, ê2 συμβολίζονται τα μοναδιαία διανύσματα, πολικό και αζιμουθιακό διάνυσμα,

αντίστοιχα, που είναι κάθετα στο q στο σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων που ορίσαμε

προηγουμένως [Σχ. (1.1)]. Με θ και ϕ αναφερόμαστε στις γωνιακές μεταβλητές του q.

Επιπλέον, τα ψℓ και α
m
ℓ είναι

ψℓ =
√
ℓ(ℓ+ 1) (1.29)

και

αm
ℓ =

1

2
[(ℓ−m)(ℓ+m+ 1)]1/2 . (1.30)

Τέλος, αξίζει να αναφερθεί ότι η η συνιστώσα z του q, qz, δεν είναι απαραίτητα πραγματική,

αλλά, στην περίπτωση ενός κύματος που φθίνει, μπορεί να είναι και μιγαδική. Σε αυτή την

περίπτωση αρκεί να αντικαταστήσουμε το cos θ στις σχέσεις των Yℓm(q̂) (παράρτημα Βʹ) με

qz/q.
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1.5 Σκέδαση από μεμονωμένο σκεδαστή

Θα συνεχίσουμε, μελετώντας τη σκέδαση από έναν μεμονωμένο σκεδαστή. Θα εισαχθεί η

έννοια του πίνακα σκέδασης T, ο οποίος αποτελεί θεμελιώδη γνώση στη μέθοδο πολλαπλής

σκέδασης. ΄Εστω ότι στην αρχή των αξόνων υπάρχει ένα ομοιογενές σωματίδιο τυχαίου

σχήματος με σχετική διηλεκτρική συνάρτηση ϵs και μαγνητική διαπερατότητα µs, οι οποίες

μπορεί να είναι και μιγαδικές συναρτήσεις, εξαρτώμενες από την γωνιακή συχνότητα ω. Ο

σκεδαστής βρίσκεται σε μέσο που χαρακτηρίζεται αντίστοιχα από ϵ, µ.

Θεωρούμε ότι στο σωματίδιο προσπίπτει επίπεδο κύμα, το οποίο γράφουμε στην αναπα-

ράσταση των σφαιρικών κυμάτων [Εξ. (1.24)]

E0(r) =
∑
L

a0LJL(r). (1.31)

Αν θέλουμε να περιγράψουμε το σκεδαζόμενο κύμα, τότε πρέπει να συμπεριλάβουμε μόνο

τα σφαιρικά κύματα HL(r), διότι για r → ∞ παρουσιάζουν ασυμπτωτική μορφή h+ℓ (qr) ≈

(−i)ℓ exp(iqr)/iqr. Το σκεδαζόμενο κύμα, λοιπόν, μπορεί να γραφεί

Esc(r) =
∑
L

a+LHL, (r). (1.32)

Αντίθετα, στο χώρο μέσα στο σωματίδιο πρέπει να χρησιμοποιήσουμε σφαιρικά κύματα με

ομαλή συμπεριφορά στην αρχή των αξόνων, δηλαδή

Eins(r) =
∑
L

ainsL Js
L(r). (1.33)

Συνεπώς για τον υπολογισμό του συνολικού πεδίου έξω από το σωματίδιο έχουμε

Eout(r) = E0(r) +Esc(r). (1.34)

Οι Js
L(r) προκύπτουν αν στις JL(r) [Βλ. Εξ. (1.21),(1.22)] αντικαταστήσουμε το q =

ω
√
ϵµ/c με το qs = ω

√
ϵsµs/c.

Σε αυτό το σημείο θα ορίσουμε τον πίνακα σκέδασης Τ, ο οποίος συνδέει τους συντελε-

στές σφαιρικής ανάπτυξης του προσπίπτοντος κύματος με εκείνους του σκεδαζόμενου, a+L

μέσω της σχέσης
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a+L =
∑
L′

TLL′a0L′ . (1.35)

Γενικά ο πίνακας σκέδασης Τ είναι μη διαγώνιος. ΄Ομως στην περίπτωση που το σωματίδιο

έχει σφαιρικό σχήμα, εμφανίζεται εκφυλισμός των καταστάσεων με τον ίδιο αριθμό στρο-

φορμής ℓ για τις διάφορες τιμές του αζιμουθιακού αριθμού m, λόγω της συμμετρίας και

έτσι ο πίνακας είναι διαγώνιος με στοιχεία TPℓ. Σε αυτήν την περίπτωση μπορεί να γίνει

αναλυτικός υπολογισμός [41, 42] του πίνακα σκέδασης.

Για να γίνει αυτό, πρέπει να εφαρμόσουμε τις συνθήκες συνέχειας των πεδίων πάνω στην

επιφάνεια του σφαιρικού σκεδαστή. Συγκεκριμένα, πρέπει οι εφαπτομενικές συνιστώσες των

E και H να είναι συνεχείς. Λαμβάνοντας υπόψη ότι τα Xℓm(r̂), r̂×Xℓm(r̂) είναι για κάθε

ℓ,m και r̂ εφαπτομενικά στην επιφάνεια μιας σφαίρας, προκύπτουν οι παρακάτω συνοριακές

συνθήκες

X∗
ℓm ·Eout(r) = X∗

ℓm ·Eins(r) (1.36)

(r̂×X∗
ℓm) ·Eout(r) = (r̂×X∗

ℓm) ·Eins(r) (1.37)

X∗
ℓm ·Hout(r) = X∗

ℓm ·Hins(r) (1.38)

(r̂×X∗
ℓm) ·Hout(r) = (r̂×X∗

ℓm) ·Hins(r) (1.39)

για r = Sr̂ και για κάθε ℓ,m, όπου S η ακτίνα της σφαίρας.

Αν αντικαταστήσουμε τα σφαιρικά αναπτύγματα για το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο

και κάνουμε την ολοκλήρωση των παραπάνω εξισώσεων σε όλη τη στερεά γωνία, παίρνουμε

λύσεις της μορφής

a+Pℓm = TPℓa
0
Pℓm (1.40)

με
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TEℓ =

[
jℓ(qsr)

∂
∂r

(rjℓ(qr))ϵs−jℓ(qr)
∂
∂r

(rjℓ(qsr))ϵ

h+
ℓ (qr) ∂

∂r
(rjℓ(qsr))ϵ−jℓ(qsr)

∂
∂r (rh

+
ℓ (qr))ϵs

]
r=S

THℓ =

[
jℓ(qsr)

∂
∂r

(rjℓ(qr))µs−jℓ(qr)
∂
∂r

(rjℓ(qsr))µ

h+
ℓ (qr) ∂

∂r
(rjℓ(qsr))µ−jℓ(qsr)

∂
∂r (rh

+
ℓ (qr))µs

]
r=S

. (1.41)

Παρατηρούμε ότι ο πίνακας Τ είναι διαγώνιος. Από αυτό, προκύπτει η εξής σημαντική

διαπίστωση: ΄Ενας ομοιογενής σφαιρικός σκεδαστής δεν μεταβάλλει τους δείκτες ℓ και m.

Δηλαδή, αν το προσπίπτον κύμα περιγράφεται από καθορισμένα ℓ και m, το σκεδαζόμενο

κύμα από τη σφαίρα, θα έχει και αυτό τα ίδια ℓ και m.

1.6 Ενεργός διατομή σκέδασης και απορρόφησης

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή θα χρησιμοποιηθεί αρκετά συχνά η έννοια της ε-

νεργούς διατομής σκέδασης. Αυτή ουσιαστικά είναι ένας τρόπος περιγραφής της σκέδασης

με όρους ενέργειας. Συγκεκριμένα, ως ενεργός διατομή σκέδασης (απορρόφησης) ορίζε-

ται ο λόγος της ροής ενέργειας που σκεδάζεται (απορροφάται) από το σκεδαστή, προς την

προσπίπτουσα ροή ενέργειας του κύματος ανά μονάδα επιφάνειας.

Η ροή ενέργειας του προσπίπτοντος κύματος εκφράζεται από τη συνιστώσα του δια-

νύσματος Poynting που είναι παράλληλη στη διεύθυνση διάδοσης του κυματομετώπου. Για

ακτινοβολία δεδομένης συχνότητας, η μέση τιμή του Poynting, υπολογισμένη σε μία περίοδο,

είναι

< S(r) >=
1

2
Re [E(r)×H∗(r)] , (1.42)

και η έκφραση της μέσης τιμή της ισχύος που διέρχεται από μια επιφάνεια S′
είναι

P =

∫
S′
dSn̂ · ⟨S(r)⟩. (1.43)

Για να βρεθεί η ροή ενέργειας του προσπίπτοντος κύματος κάθετα στη διεύθυνση διάδοσης

έχουμε [39]

< S0 > ·q̂ =
1

2

√
ϵϵ0
µµ0

|E0|2 . (1.44)
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Για την εύρεση της ισχύος της σκεδαζόμενης ακτινοβολίας πρέπει να ολοκληρώσει κάποιος

το διάνυσμα Poynting του πεδίου πάνω στην επιφάνεια S′
της σφαίρας που περιβάλλει το

σωματίδιο. Λαμβάνοντας υπόψη τις (1.32), (1.16) και τα Παραρτήματα Αʹ και Βʹ κατα-

λήγουμε

Psc =
1

2
Re

∫
S′
dSr̂ · [Esc(r)×H∗

sc(r)] =
1

2q2

√
ϵϵ0
µµ0

∑
L

∣∣a+L ∣∣2 . (1.45)

Από την αρχή διατήρησης της ενέργειας, είναι δυνατό να βρούμε την ενέργεια που απορ-

ροφάται από το σωματίδιο, αφού είναι ίση με το αντίθετο της ενέργειας που εκπέμπεται

συνολικά από την περιβάλλουσα επιφάνεια, S′
γύρω από τον σκεδαστή. Αυτή βρίσκουμε ότι

είναι

Pout =
1

2
Re

∫
S′
dSr̂ · [Eout(r)×H∗

out(r)] = P0 + Psc − Pext, (1.46)

με P0 =
1
2 Re

∫
S′ dSr̂ · [E0(r)×H∗

0(r)] = 0 και

Pext = −1

2
Re

∫
S′
dSr̂ · [E0(r)×H∗

sc(r) +Esc(r)×H∗
0(r)] = − 1

2q2

√
ϵϵ0
µµ0

∑
L

Re
(
a+L a

0∗
L

)
,

(1.47)

η οποία είναι η ενέργεια απόσβεσης, που εκφράζει την αλληλεπίδραση του προσπίπτοντος

με το σκεδαζόμενο πεδίο. Πάλι, λόγω της διατήρησης της ενέργειας ισχύει Pabs = Pext −

Psc. Δηλαδή, η ενέργεια απόσβεσης είναι η συνολική ενέργεια που μεταφέρεται από το

εισερχόμενο κύμα προς το σκεδαστή. Λόγω των (1.35), (1.25) έχουμε

σsc =
1

q2

∑
L

∣∣∣∣∣∑
L′

TLL′A0
L′;p

∣∣∣∣∣
2

σext = − 1

q2
Re
∑
L

(
A0

L;p

)∗∑
L′

TLL′A0
L′;p,

(1.48)

όπου η ενεργός διατομή απορρόφησης είναι σabs = σext−σsc και ο δείκτης p αντιπροσωπεύει

την πόλωση του εισερχόμενου κύματος [p = 1(2), πόλωση p(s)]. ΄Οπως φαίνεται η ενεργός

διατομή εξαρτάται, εκτός από την πόλωση, και από την διεύθυνση διάδοσης του κύματος

που προσπίπτει στο σκεδαστή.
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1.7 Ενεργός διατομή εμπροσθοσκέδασης και οπισθο-

σκέδασης σφαίρας

Αν λάβουμε υπόψη τη σχέση (1.40), που ισχύει για μία σφαίρα, τότε η (1.48), μπορεί να

γραφεί

σsc =
2

q2

∞∑
ℓ=1

(2ℓ+ 1)
(
|TEℓ|2 + |THℓ|2

)
. (1.49)

Για να μελετήσει κάποιος τις συνθήκες της κατευθυντικής σκέδασης είναι απαραίτητο να

καταλάβει ότι οι συντελεστές Mie αντιπροσωπεύουν τα πλάτη του σκεδαζόμενου κύματος

όταν, για παράδειγμα,προσπίπτει ένα επίπεδο κύμα στη σφαίρα. Το σκεδαζόμενο κύμα μπορεί

να αναλυθεί σε επί μέρους σφαιρικά πολυπολικά αναπτύγματα, που το καθένα έχει τη δική

του συνεισφορά στο συνολικό κύμα, η οποία εξαρτάται από το αντίστοιχο πλάτος του κάθε

πολυπόλου. Η κατανόηση όλης αυτής της διαδικασίας, δίνει τη δυνατότητα για τον έλεγχο

του σκεδαζόμενου κύματος από μια μεμονωμένη σφαίρα, γι΄ αυτό και γίνεται η μελέτη αυτής,

ακόμα και σήμερα στον τομέα της νανοτεχνολογίας.

Αν θέλουμε να υπολογίσουμε το ενεργό διατομή εμπροσθοσκέδασης (σF) και οπισθο-

σκέδασης (σB) παίρνουμε τις παρακάτω σχέσεις [43, 44], αντίστοιχα

σF =
1

q2

∣∣∣∣∣
∞∑
ℓ=1

(2ℓ+ 1) (TEℓ + THℓ)

∣∣∣∣∣
2

(1.50)

σB =
1

q2

∣∣∣∣∣
∞∑
ℓ=1

(2ℓ+ 1)(−1)ℓ (TEℓ − THℓ)

∣∣∣∣∣
2

. (1.51)

Από τις παραπάνω δύο σχέσεις είναι φανερό ότι μπορεί κάποιος να πετύχει μηδενισμό της

οπισθοσκέδασης, αν ικανοποιείται η συνθήκη

KB = TEℓ − THℓ = 0, (1.52)

ενώ μπορεί να πετύχει μηδενισμό της εμπροσθοκέδασης αν

KF = TEℓ + THℓ = 0. (1.53)
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Οι παραπάνω δύο συνθήκες συνήθως αναφέρονται ως πρώτη και δεύτερη συνθήκη Ker-

ker [45], αντίστοιχα. Πρέπει να τονιστεί ότι οι δύο παραπάνω συνθήκες δεν είναι ο μόνος

τρόπος για να πετύχει κάποιος μηδενισμό της εμπροσθοσκέδασης ή της οπισθοσκέδασης,

αλλά υπάρχουν και άλλοι περισσότερο περίπλοκοι [46]. ΄Ενας από τους τρόπους με τον οπο-

ίο μπορούν να επιτευχθούν οι παραπάνω συνθήκες θα συζητηθεί εκτενέστερα στο επόμενο

κεφάλαιο.

1.8 Σκέδαση από περιοδικό πλέγμα σφαιρών

Στη συνέχεια, θα περιγράψουμε την σκέδαση φωτός από περιοδικό πλέγμα σκεδαστών με

τη μέθοδο LMS. Με τη βοήθεια αυτής, είναι δυνατόν να επιλυθούν οι εξισώσεις τουMaxwell

σε πολυστρωματικές δομές από σκεδαστές που έχουν την ίδια δισδιάστατη περιοδικότητα και

βρίσκονται μέσα σε ένα ομογενές μέσο. Αυτό γίνεται με τη χρήση σφαιρικών αναπτυγμάτων

γύρω από τα κέντρα σκέδασης, λαμβάνοντας υπόψη όλες τις συνεισφορές που προκύπτουν

από την πολλαπλή σκέδαση από όλους τους σκεδαστές (Σχ. 1.2). Η σκέδαση περιγράφεται

από τον πίνακά σκέδασης σε ανάπτυξη επιπέδων κυμάτων, μετά από μετασχηματισμό από τη

σφαιρική ανάπτυξη. Αυτή η προσέγγιση είναι πάρα πολύ αποδοτική σε προβλήματα σκέδα-

σης από περιοδικά επίπεδα σκεδαστών, των οποίων το σχήμα δεν αποκλίνει πολύ από το

σφαιρικό [47]. Στη συνέχεια θα γίνει η αναλυτική μαθηματική περιγραφή της επέκτασης της

παραπάνω μεθόδου, με την οποία θα είναι δυνατόν το κάθε κέντρο σκέδασης να αποτελείται

από περισσότερους από έναν σκεδαστές ανά κυψελίδα.

Θεωρούμε ένα δισδιάστατο περιοδικό πλέγμα στο επίπεδο x-y με σκεδαστές στις θέσεις

Rnβ = Rn + rβ , όπου Rn = n1a1 + n2a2 είναι οι μετατοπίσεις του πλέγματος Bravais, με

n1, n2 ακέραιους, a1,a2 τα θεμελιώδη διανύσματα του πλέγματος και τα rβ είναι τα ανύσματα

βάσης. Το αντίστροφο πλέγμα ορίζεται αντίστοιχα

g = m1b1 +m2b2, (1.54)

όπουm1,m2 είναι ακέραιοι και b1,b2 είναι τα θεμελιώδη διανύσματα του αντιστρόφου πλέγ-

ματος για τα οποία ισχύει

aibj = 2πδij i, j = 1, 2. (1.55)
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Σχήμα 1.2: Σχηματική αναπαράσταση της μεθόδου LMS. Το εισερχόμενο κύμα στο σκε-

δαστή 1 αποτελείται από το σκεδαζόμενο από τα υπόλοιπα σωματίδια και το εξωτερικά

προσπίπτον πεδίο.
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΄Ενα επίπεδο μονοχρωματικό ΗΜ κύμα με γωνιακή συχνότητα ω και κυματάνυσμα q

(q = ω
√
ϵµ/c, όπου c η ταχύτητα του φωτός στο κενό) που προσπίπτει στο επίπεδο των

σκεδαστών έχει τη μορφή

Ein(r, t) = [Ein]
s′

g′p′ e
(iKs′

g′ ·r)êp′(K
s′
g′) exp (−iωt) =

Ein(r) exp (−iωt),
(1.56)

όπου το p αναφέρεται στην πολική και αζιμουθιακή συνιστώσα του πεδίου και το s′ = +(−)

αν το κύμα προσπίπτει από αριστερά (δεξιά) της δομής.

Οι δομές που μελετάμε είναι δισδιάστατες στο επίπεδο xy που είναι κάθετο στο z και μας

διευκολύνει να γράψουμε την παράλληλη στο xy επίπεδο συνιστώσα του κυματανύσματος του

προσπίπτοντος κύματος στη μορφή q∥ = k∥ + g′
, με το g′

να είναι κατάλληλο διάνυσμα του

αντιστρόφου πλέγματος, ώστε το k∥ να είναι η παράλληλη συνιστώσα του κυματανύσματος

στο επίπεδο των σκεδαστών, ανηγμένο στην πρώτη ζώνη Brillouin. ΄Ετσι, έχουμε ορίσει

K±
g′ ≡ k∥ + g′ ±

[
q2 − (k∥ + g′)2

]1/2
êz . (1.57)

Στην Εξ.(1.56) τα êp′ αντιστοιχούν στην πολική (p
′ = 1, πόλωση ΤΜ) ή την αζιμουθιακή

(p′ = 2, πόλωση ΤΕ) συνιστώσα του πεδίου, οι οποίες είναι κάθετες στο Ks′
g′ ( Σχ.1.1).

Το ίδιο ισχύει για οποιοδήποτε Ks
g που προκύπτει για δεδομένο ω και k∥ για κάθε g. Στην

περίπτωση που
(
k∥ + g

)2
> q2 το κύμα φθίνει εκθετικά στα δεξιά για s = + ή στα αριστερά

για s = −, ενώ τα μοναδιαία êp είναι μιγαδικοί αριθμοί. Για τα êp ισχύει

ê1
(
Ks

g

)
= cos θ cosϕêx + cos θ sinϕêy − sin θêz (1.58)

και

ê2
(
Ks

g

)
= − sinϕêx + cosϕêy, (1.59)

όπου θ και ϕ είναι οι γωνιακές συνιστώσες τουKs
g, όπως μπορούμε να δούμε και στο Σχ.1.1.

΄Οταν το κύμα φθίνει είναι φανερό ότι η z συνιστώσα του Ks
g είναι φανταστική, αλλιώς είναι

πραγματική. Στην πρώτη περίπτωση, στην Εξ.(1.58) εμφανίζονται τα Ks
g;z/q και

∣∣k∥ + g
∣∣ /q

στη θέση των cos θ και sin θ, αντίστοιχα και γι΄ αυτό το ê1 είναι μιγαδικό.
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Το εισερχόμενο κύμα μπορεί να γραφεί σε ανάπτυγμα σφαιρικών κυμάτων γύρω από ένα

κέντρο ανάπτυξης των σκεδαστών στη θέση Rnβ

Ein(r−Rnβ, t) =
∑
L

aβLJL(r−Rnβ) exp (−iωt), (1.60)

όπου ο δείκτης L αναφέρεται στους δείκτες Pℓm, δηλαδή για P = E,H, ℓ = 1, . . . ,∞,

m = −ℓ, . . . , ℓ. Οι συντελεστές σφαιρικής ανάπτυξης aβL συνδέονται με εκείνους των

επιπέδων κυμάτων μέσω της σχέσης

aβL =

2∑
p′=1

AβL;p′(K
s′
g′)[Ein]

s′
g′p′ (1.61)

με τα AβL(K
s′
g′) να είναι [25, 26, 48]:

AβHℓm(Ks′
g′) = 4πiℓ(−1)m+1 exp(iKs′

g′ · rβ)Xℓ−m(K̂s′
g′) · êp(Ks′

g′) (1.62)

AβEℓm(Ks′
g′) = 4πiℓ(−1)m+1 exp(iKs′

g′ · rβ)[Xℓ−m(K̂s′
g′)× K̂s′

g′ ] · êp(Ks′
g′). (1.63)

Για ένα προσπίπτον κύμα της μορφής (1.60), το σκεδαζόμενο κύμα θα γράφεται ως

άθροισμα εξερχόμενων σφαιρικών κυμάτων με κέντρα τις θέσεις Rn′β′ των σκεδαστών του

επιπέδου, δηλαδή

Esc(r−Rnβ, t) =
∑
Rn′β′

eik∥·(Rn−Rn′ )
∑
L′

b+β′L′HL′(r−Rn′β′) exp (−iωt). (1.64)

Οι συντελεστές b+β′L′ που σχετίζονται με το σκεδαζόμενο κύμα από το σκεδαστή στη θέση

Rn′β′ , μπορούν να βρεθούν από το ολικό προσπίπτον σε αυτόν κύμα, το οποίο αποτελείται

από το εισερχόμενο κύμα και το άθροισμα των σκεδαζόμενων κυμάτων από όλους τους

σκεδαστές του επιπέδου E′
sc(r). Αν αναφερθούμε στο σκεδαστή στη θέση Rnβ πρέπει από

το συνολικά σκεδαζόμενο κύμα αφαιρέσουμε το εξερχόμενο από τη θέση Rnβ .

Ο σκοπός μας είναι να γράψουμε το συνολικό εξερχόμενο κύμα από τις θέσεις Rn′β′ ,
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που το καθένα γράφεται

E′
sc

(
r−Rn′β′

)
=
∑
L′

b+β′L′HL′
(
r−Rn′β′

)
(1.65)

ως εισερχόμενο με κέντρο τη θέση Rnβ , δηλαδή

E′
in (r−Rnβ) =

∑
β′,L

b′β′LJL(r−Rnβ). (1.66)

Για να γίνει αυτό χρησιμοποιούμε την ταυτότητα (Παράρτημα Δʹ):

HL′(r−Rn′β′) =
∑
L

Ωnβ,n′β′

LL′ JL(r−Rnβ). (1.67)

΄Ετσι η σχέση (1.64) γίνεται:

Esc(r−Rnβ, t) =
∑
Rn′β′

∑
L,L′

eik∥·(Rn′−Rn)b+ν
β′L′Ω

nβ,n′β′

LL′ JL(r−Rnβ) exp (−iωt). (1.68)

Εισάγοντας το μετασχηματισμό Fourier των διαδοτών που δίνεται από την παρακάτω σχέση

ΩβL,β′L′(k∥) =
∑
Rn′

Ωnβ,n′β′

LL′ e−ik∥·(Rn−Rn′ )
(1.69)

με

Ωnβ,n′β′

LL′ =
1

S

∫
SBZ

d2k∥e
ik∥(Rn−Rn′ )ΩβL,β′L′(k∥) (1.70)

η (1.68) γίνεται

Esc(r−Rnβ, t) =
∑

L,L′,β′

ΩβL,β′L′(k∥)b
+
β′L′JL(r−Rnβ) exp (−iωt). (1.71)

Λαμβάνοντας υπόψη την (1.66) βρίσκουμε

b′βL =
∑
L′,β′

ΩβL,β′L′(k∥)b
+
βL′ . (1.72)
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Ο συντελεστής b′βL ουσιαστικά αντιπροσωπεύει το εισερχόμενο κύμα στη θέση Rnβ λόγω

των εξερχόμενων κυμάτων από όλους τους υπόλοιπους σκεδαστές. Τελικά η (1.71) γίνεται:

Esc(r−Rnβ, t) =
∑
L

b′βLJL(r−Rnβ) exp (−iωt). (1.73)

Οι συντελεστές b+βL για το σκεδαστή στη θέση Rnβ μπορούν να βρεθούν από τη σχέση

b+βL =
∑
L′

T ββ
LL′
(
aβL′ + b′βL′

)
. (1.74)

Η σχέση (1.74) λαμβάνει υπόψη το αρχικά εισερχόμενο κύμα μέσω των συντελεστών

aβL′ , αλλά και το εισερχόμενο λόγω των υπόλοιπων σκεδαστών μέσω των όρων b′βL′ . Τα

T ββ
LL′ είναι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα σκέδασης όλων των σκεδαστών, που στη διαγώνιο

του έχει τους επιμέρους πίνακες σκέδασης των μεμονωμένων σκεδαστών (όπως αναφέρθηκε

στο προηγούμενο κεφάλαιο) και τα υπόλοιπα στοιχεία μηδέν, δηλαδή δββ′T ββ′

LL′ .

Από τις (1.72) και (1.74) παίρνουμε

b+βL =
∑
L′

T ββ
LL′aβL′δν′′ν′ +

∑
L′,β′

T ββ
LL′

∑
L′′

ΩβL′,β′L′′(k∥)b
+
β′L′′ =

∑
L′

T ββ
LL′aβL′ +

∑
L′,L′′,β′

T ββ
LL′′ΩβL′′,β′L′(k∥)b

+
β′L′

(1.75)

και τελικά καταλήγουμε στη σχέση

∑
L′

T ββ
LL′aβL′ =

∑
L′,β′

δLL′δββ′ −
∑
L′′,β′

T ββ
LL′′ΩβL′′,β′L′(k∥)

 b+β′L′ . (1.76)

΄Ετσι λοιπόν από τη σχέση (1.76) είναι δυνατόν να υπολογιστούν οι συντελεστές σκέδασης

b+βL που εξαρτώνται από τη γεωμετρία, τις διηλεκτρικές σταθερές και από το δυναμικό πίνακα

σκέδασης των σφαιρών. Λόγω της εξίσωσης (1.76) και της (1.61) μπορούμε να γράψουμε

b+βL =
2∑

p′=1

B+
βL;p′(K

s′
g′) [Ein]

s′
g′p′ . (1.77)

Συνεπώς η (1.76) μπορεί να γραφεί
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∑
L′

T ββ
LL′AβL;p′(K

s′
g′) =

∑
L′,β′

[
δLL′δββ′−

∑
L′′,β′

T ββ
LL′′ΩβL′′,β′L′(k∥)B

+
β′L′;p′(K

s′
g′).

(1.78)

Λύνοντας το παραπάνω σύστημα για όλα τα βLp και για κάθε Ks′
g′ μπορούν να βρεθούν

οι συντελεστές B+
βL;p(K

s′
g′) και με τη βοήθεια αυτών να γραφεί το σκεδαζόμενο κύμα σε

ανάπτυξη επίπεδων κυμάτων δηλαδή

Es
sc(r) =

∑
gp

[Esc]
s
gp e

(iKs
gr) êp(K

s
g) , (1.79)

αφού οι συντελεστές [Esc]
s
gp είναι [25, 26, 48]:

[Esc]
s
gp =

∑
β,L

∆βL
sgp′B

+
βL;p(K

s′
g′), (1.80)

με

∆βHℓm
spg =

2π(−i)ℓ

qA0K
+
g;z

exp(−iKs
g · rβ)Xℓm(K̂s

g) · êp(Ks
g) (1.81)

∆βEℓm
spg =

2π(−i)ℓ

q2A0K
+
g;z

exp(−iKs
g · rβ)[Xℓm(K̂s

g)× K̂s
g] · êp(Ks

g) (1.82)

όπου A0 είναι η επιφάνεια της μοναδιαίας κυψελίδας. Στα K±
g το + (-) ισχύει για z > 0

(z < 0), ενώ το K±
g;z μπορεί να είναι πραγματικός ή φανταστικός αριθμός. Στη δεύτερη

περίπτωση στη θέση του cos θ στις εκφράσεις των Yℓm

(
K̂±

g

)
βάζουμε το K±

g;z/q.

Ας υποθέσουμε ότι το κύμα πέφτει από αριστερά προς τα δεξιά, δηλαδή ότι s′ = +. Σε

αυτήν την περίπτωση το συνολικά διερχόμενο κύμα, που αποτελείται από το προσπίπτον και

το σκεδαζόμενο προς τα δεξιά, θα είναι

E+
tr(r) =

∑
gp

[Etr]
+
gp e

(iK+
g ·r) êp(K

+
g ) , (1.83)

με
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[Etr]
+
gp = [Ein]

+
g′p′ δpp′δgg′ + [Esc]

+
gp = S++

gp;g′p′ [Ein]
+
g′p′ . (1.84)

Στην παραπάνω περίπτωση για το ανακλώμενο κύμα θα ισχύει

E−
rf(r) =

∑
gp

[Erf ]
−
gp e

(iK−
g ·r)êp

(
K−

g

)
, z < 0 (1.85)

με

[Erf ]
−
gp = [Esc]

−
gp = S−+

gp;g′p′ [Ein]
+
g′p′ . (1.86)

Από τις παραπάνω σχέσεις (1.84), (1.86) ουσιαστικά ορίζονται τα στοιχεία των πινάκων

S++
gp;g′p′ , S

−+
gp;g′p′ , που περιγράφουν τη διέλευση και την ανάκλαση αντίστοιχα ενός κύματος

που προσπίπτει από τα αριστερά της δομής. Για να καταλήξουμε στην τελική μορφή των

πινάκων συνδυάζουμε και τις Εξ. (1.80) και (1.61). Με παρόμοιο τρόπο μπορούν να υπολο-

γιστούν και οι αντίστοιχοι πίνακες διέλευσης και ανάκλασης S−−
gp;g′p′ και S

+−
gp;g′p′ αντίστοιχα

για πρόσπτωση από δεξιά και έτσι έχουμε την γενική σχέση για τους πίνακες S

Sspg,s′p′g′ = δss′δpp′δgg′ +
∑
L,β

∆βL
spgB

+
βL;p(K

s′
g′). (1.87)

Στο Σχ. 1.3 φαίνεται μια γραφική αναπαράσταση της φυσικής σημασίας των πινάκων

S. Για ένα επίπεδο κύμα που προσπίπτει στο πλέγμα των σκεδαστών, για παράδειγμα αν

διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα z με κυματάνυσμα K+
g′ και πόλωση p′,

η συνολική διέλευση και ανάκλαση δίνονται από (θα εξηγηθεί πιο αναλυτικά στο αμέσως

επόμενο εδάφιο γενικά για πολυστρωματική δομή -Εξ.(1.97))

T =
∑
pg

|S+pg,+p′g′ |2
K+

gz

K+
g′z

(1.88)

και

R =
∑
pg

|S−pg,+p′g′ |2
K+

gz

K+
g′z

, (1.89)

αντίστοιχα, ενώ η απορρόφηση υπολογίζεται λαμβάνοντας υπόψιν την αρχή διατήρησης της

ενέργειας, δηλαδή A = 1− T −R.
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Σχήμα 1.3: Σχηματική αναπαράσταση της φυσικής σημασίας των πινάκων S για ένα επίπεδο

σκεδαστών.

1.9 Σκέδαση από πολυστρωματική δομή

Στη μέθοδο LMS είναι δυνατόν να μελετηθούν δομές που χτίζονται στρωματικά, δηλα-

δή που αποτελούνται από πολλά διαδοχικά επίπεδα κατά μήκος του άξονα z. Τα στρώματα

αυτά μπορεί να είναι είτε περιοδικά επίπεδα σκεδαστών (με ίδια περιοδικότητα) σε ομοιο-

γενές μέσον, είτε διαχωριστικές επιφάνειες μεταξύ δύο διαφορετικών ομοιογενών μέσων,

είτε ομοιογενή πλακίδια. ΄Οπως δείξαμε προηγουμένως μπορεί να υπολογιστεί, για κάθε

επίπεδο, ο αντίστοιχος πίνακας σκέδασης, ο οποίος περιγράφει τη σκέδαση, μεμονωμένα,

από το συγκεκριμένο επίπεδο. Για να μπορέσει κάποιος να περιγράψει τη σκέδαση από την

πολυστρωματική δομή είναι απαραίτητο να γράψει τα επίπεδα κύματα αριστερά και δεξιά ενός

επιπέδου, ως προς ένα σημείο στα αριστερά ή δεξιά, αντίστοιχα, με διάνυσμα θέσης Al (Ar)

ως προς την αρχή των αξόνων και με διάνυσμα −dl (dr) ως προς το κέντρο του επιπέδου.

Για αυτό το σημείο η εξίσωση του κύματος στα αριστερά του επιπέδου μπορεί να γραφεί∑
gpE

s
gpe

iKs
g·(r−Al)êp(K

s
g), ενώ στα δεξιά

∑
gpE

s
gpe

iKs
g·(r−Ar)êp(K

s
g).

Για να συνεχίσουμε πρέπει να ορίσουμε τους πίνακεςQ. Αυτοί, συνδέονται άμεσα με τους

αντίστοιχους πίνακες S και συσχετίζουν το πλάτος του προσπίπτοντος κύματος, με τα πλάτη

του διερχόμενου και του ανακλώμενου κύματος για επιθυμητά σημεία, όπως αναφέρθηκε και

παραπάνω. Ισχύει, λοιπόν
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QI
gp;g′p′ = S++

gp;g′p′e
i(K+

g ·dr+K+
g′ ·dl)

QII
gp;g′p′ = S+−

gp;g′p′e
i(K+

g ·dr−K−
g′ ·dr)

QIII
gp;g′p′ = S−+

gp;g′p′e
−i(K−

g ·dl−K+
g′ ·dl)

QIV
gp;g′p′ = S−−

gp;g′p′e
−i(K−

g ·dl+K−
g′ ·dr) .

(1.90)

Ο ορισμός των πινάκων Q έγινε διότι με τη βοήθεια αυτών είναι δυνατός ο υπολογισμός

της οπτικής απόκρισης πολυστρωματικής δομής. ΄Εχουν παρόμοια φυσική σημασία με τους

πίνακες S, με τη διαφορά ότι τα αναπτύγματα των επιπέδων κυμάτων τώρα έχουν διαφορετικά

σημεία ανάπτυξης, σε αντίθεση με τους S που γίνονται ως προς το ίδιο σημείο. Στη συνέχεια

για λόγους συντομίας οι πίνακες Q θα γράφονται ως εξής QI
, QII

, QIII
και QIV

. Δηλαδή

θα παραλείπεται η αλληλουχία στη δεικτοδότηση των στοιχείων των πινάκων g11, g12, g21,

g22, . . . κ.ο.κ. Θεωρητικά, ο δείκτης g εκτείνεται μέχρι το άπειρο, πρακτικά, όμως κρατάμε

μέχρι ένα μέγιστο gmax, για το οποίο επιτυγχάνεται σύγκλιση των αποτελεσμάτων και, έτσι,

τελικά, η διάσταση των πινάκων Q γίνεται 2gmax × 2gmax.

΄Εστω, λοιπόν, ότι έχουμε δύο διαφορετικά επίπεδα που βρίσκονται σε διαφορετικά περι-

βάλλοντα μέσα. Σε αυτήν την περίπτωση μπορούμε να θεωρήσουμε ότι διαχωρίζονται από

μια επίπεδη επιφάνεια που προκαλεί επιπλέον σκεδάσεις. Μπορούμε να υπολογίσουμε τους

πίνακες QL και QR για το αριστερό και το δεξί επίπεδο, αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο

Σχ.1.4, επιλέγοντας τα dl και dr, έτσι ώστε το σημείο ως προς το οποίο αναπτύσσονται τα

κύματα μεταξύ των δύο διαδοχικών στρωμάτων να είναι κοινό, δηλαδή Ar(L) = Al(R). Για

να υπολογιστούν οι συνολικοί πίνακες σκέδασης - ανάκλασης όλης της πολυστρωματικής

δομής, πρέπει να ληφθούν υπόψη οι πολλαπλές σκεδάσεις μεταξύ των δύο στρωμάτων. Είναι

εύκολο να δείξει κάποιος αφού αθροίσει σε άπειρες σειρές ότι

QI = QI
R

[
Ι−QII

L QIII
R

]−1
QI

L ,

QII = QII
R +QI

RQ
II
L

[
Ι−QIII

R QII
L

]−1
QIV

R ,

QIII = QIII
L +QIV

L QIII
R

[
Ι−QII

L QIII
R

]−1
QI

L ,

QIV = QIV
L

[
Ι−QIII

R QII
L

]−1
QIV

R .

(1.91)



37 1.9. Σκέδαση από πολυστρωματική δομή

Πρέπει να τονιστεί ότι όλοι οι Q αναφέρονται στα ίδια ω και k∥. Μια σχηματική ανα-

παράσταση της φυσικής σημασίας των πινάκων Q φαίνεται στο Σχ.1.4. Αν κάποιος θέλει

να υπολογίσει την οπτική απόκριση από τρία στρώματα, τότε βρίσκει πρώτα τους πίνακες Q

των πρώτων δύο στρωμάτων και στη συνέχεια συνδυάζει αυτούς, με του τρίτου. Προφανώς

αυτό μπορεί με παρόμοια λογική να γίνει για οποιοδήποτε πεπερασμένο αριθμό από επίπεδα

και να υπολογιστούν οι συνολικοί πίνακες Q για οποιαδήποτε πολυστρωματική δομή. Ο

Σχήμα 1.4: Σχηματική αναπαράσταση της φυσικής σημασίας των πινάκων Q για δύο διαδο-

χικά πλέγματα σφαιρών.

υπολογισμός των πινάκων Q για μια πολυστρωματική δομή είναι πολύ σημαντικός για τη

μελέτη της οπτικής απόκρισής του, διότι μεταξύ άλλων δίνει τη δυνατότητα για τον άμεσο

υπολογισμό των συντελεστών διέλευσης, ανάκλασης και απορρόφησης όλης της δομής.

Θεωρούμε ένα επίπεδο κύμα που προσπίπτει από τα αριστερά της δομής με εξίσωση

Ein(r) = [Ein]
+
g′p′ e

[iK+
(L)g′ ·(r−AL)]êp′(K

+
(L)g′) (1.92)

Το ανακλώμενο στα αριστερά θα είναι
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Erf(r) =
∑
gp

[Erf ]
−
gp e

[iK−
(L)g

·(r−AL)]êp(K
−
(L)g), (1.93)

ενώ το διερχόμενο προς τα δεξιά

Etr(r) =
∑
gp

[Etr]
+
gp e

[iK+
(R)g

·(r−AR)]
êp(K

+
(R)g). (1.94)

Οι δείκτες (L) και (R) αναφέρονται στα ημιάπειρα μέσα αριστερά και δεξιά της δομής, α-

ντίστοιχα. Επίσης το AL (AR) αναφέρεται σε κατάλληλο σημείο αναφοράς στα αριστερά

(δεξιά) της δομής. Ισχύει

[Etr]
+
gp = QI

gp;g′p′ [Ein]
+
g′p′ (1.95)

[Erf ]
−
gp = QIII

gp;g′p′ [Ein]
+
g′p′ . (1.96)

Ο πίνακας Q περιγράφει όλη την πολυστρωματική δομή και συμπεριλαμβάνει και τις εξωτε-

ρικές της επιφάνειες, αν υπάρχουν.

Πλέον, είναι εύκολο να υπολογιστεί ο συντελεστής διέλευσης T και ανάκλασης R. Ο

συντελεστής διέλευσης (ανάκλασης) ορίζεται ως το πηλίκο της ροής του διερχόμενου (ανα-

κλώμενου) κύματος δια εκείνη του προσπίπτοντος. ΄Ετσι, λοιπόν, πρέπει να υπολογιστεί το

ολοκλήρωμα του διανύσματος Poynting σε όλο το επίπεδο xy, αν και αρκεί απλά να γίνει

στην επιφάνεια της μοναδιαίας κυψελίδας, στην κατάλληλη φορά της δομής - ανάλογα αν

κάποιος θέλει να υπολογίσει τη διέλευση ή την ανάκλαση. Παίρνοντας την μέση τιμή για

μια περίοδο T = 2π/ω, προκύπτει

T =

∑
gp [Etr]

+
gp

(
[Etr]

+
gp

)∗
K+

(R)gz

[Ein]
+
g′p′

(
[Ein]

+
g′p′

)∗
K+

(L)g′z

(1.97)

R =

∑
gp [Erf ]

−
gp

(
[Erf ]

−
gp

)∗
K+

(R)gz

[Ein]
+
g′p′

(
[Ein]

+
g′p′

)∗
K+

(L)g′z

, (1.98)

όπου το σύμβολο ∗ συμβολίζει το μιγαδικό συζυγή. Τέλος υπάρχουν κάποιοι περιορισμοί
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που επιβάλλονται στον πίνακα S. Αρχικά πρέπει να είναι μοναδιακός, λόγω αρχής διατήρησης

της ροής, ενώ οι ιδιοτιμές του πρέπει να είναι αναλυτικές συναρτήσεις στο άνω ημιεπίπεδο

των συχνοτήτων λόγω της αρχής της αιτιότητας.

Είναι πολύ σημαντικό να τονιστεί ότι στο κάτω ημιεπίπεδο είναι δυνατόν να υπάρχουν

πόλοι στα σημεία ωi − iγi, γi ≥ 0, [49] όπου ωi είναι η ιδιοσυχνότητα και γi ο αντίστροφος

χρόνος ζωής της αντίστοιχης κατάστασης. Αν γi ≪ ωi, αυτοί αντιστοιχούν σε καταστάσεις

συντονισμού και έχουν μεγάλο φυσικό ενδιαφέρον. Για να υπολογιστούν αυτές, πρέπει

να βρεθεί το πεδίο χωρίς την ύπαρξη εξωτερικής διέγερσης. Επιβάλλοντας, λοιπόν, το

μηδενισμό του εισερχόμενου φωτός έχουμε

[E]+gp = QII
Lgp;g′p′

[E]−g′p′ , (1.99)

και

[E]−gp = QIII
Rgp;g′p′

[E]+g′p′ . (1.100)

Αν γράψουμε τις παραπάνω σε μορφή πινάκων

 Ι −QII
L

QIII
R −Ι

 [Ε]+
[Ε]

−

 = 0. (1.101)

Για να έχει μη τετριμμένες λύσεις πρέπει

det(Ι−QII
L QIII

R ) = 0. (1.102)

Λύνοντας την Εξ. (1.102) μπορεί κάποιος να υπολογίσει τις ιδιοσυχνοτήτες και μέσω της

Σχ.1.101 μπορούν να βρεθούν τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του πεδίου.
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Κεφάλαιο 2

Μελέτη μεταεπιφανειών πυριτίου

2.1 Εισαγωγή

΄Εχοντας, λοιπόν, επεκτείνει τη στρωματική μέθοδο πολλαπλής σκέδασης, ο στόχος μας

ήταν να μελετήσουμε επιφάνειες, οι οποίες μας δίνουν τη δυνατότητα να ελέγχουμε κατά

βούληση το κυματομέτωπο. ΄Ενας τρόπος για να γίνει αυτό είναι χρησιμοποιώντας τους

συντονισμούς Mie διηλεκτρικών, κυρίως, σωματιδίων [1, 2, 3, 4]. Συγκεκριμένα, όταν

έχουμε αλληλεπικάλυψη συντονισμών διαφορετικού τύπου - μαγνητικού - ηλεκτρικού ή/και

διαφορετικής τάξης είναι δυνατό να ελέγξουμε και να κατευθύνουμε το ΗΜ κύμα. ΄Οταν

πρόκειται για μεμονωμένους σκεδαστές η αλληλεπίδραση μεταξύ των συντονισμών μπορεί να

περιγραφεί με το γενικευμένο φαινόμενο Kerker.

Πριν το περιγράψουμε, αξίζει να αναφερθούμε στο (μη γενικευμένο) φαινόμενο Kerker.

΄Ηδη από το 1983 [5] ο Kerker μελέτησε τη σκέδαση από μικρή μαγνητική σφαίρα με

μαγνητική διαπερατότητα µs ̸= 1. ΄Ενα από τα σημαντικότερα ευρήματα του ήταν ότι στην

περίπτωση που η διηλεκτρική σταθερά και η μαγνητική διαπερατότητα της σφαίρας ήταν ίσες,

µs = ϵs, η οπισθοσκέδαση μηδενιζόταν και το σκεδαζόμενο ΗΜ κύμα είχε κατεύθυνση

προς τα εμπρός. Αν ο σκεδαστής έχει στην ίδια περιοχή συχνοτήτων δύο επικαλυπτόμενους

συντονισμούς ηλεκτρικού και μαγνητικού τύπου, ίδιας τάξης και ίδιας έντασης, σε φάση,

τότε η οπισθοσκέδαση ελαχιστοποιείται. Αυτό, μπορεί να εξηγηθεί εύκολα παρατηρώντας

45
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τη σχέση (1.51), αφού όταν µs = ϵs, λαμβάνοντας υπόψη την (1.41), προκύπτει ότι

TEℓ = THℓ, (2.1)

η οποία ουσιαστικά είναι η πρώτη συνθήκη Kerker, που αναφέρθηκε στο προηγούμενο κε-

φάλαιο (1.52).

Δυστυχώς, η μελέτη του Kerker δεν ήταν δυνατόν να αξιοποιηθεί, αφού είναι ελάχιστα τα

υλικά που από τη φύση τους είναι μαγνητικά, ειδικά στις υψηλές συχνότητες και στο ορατό.

΄Οταν, όμως, εμφανίστηκαν τα υλικά με υψηλό δείκτη διάθλασης και η ιδέα του ῾῾τεχνητού᾿᾿

μαγνητισμού μέσω οπτικής διέγερσης, η αρχική θεωρία προσέλκυσε ξανά το ενδιαφέρον, με

αποτέλεσμα να γίνει μια σημαντική επέκταση αυτής. Με τη γενικευμένη θεωρία Kerker [5, 6]

περιγράφεται η σκέδαση όχι μόνο από σφαιρικά σωματίδια, αλλά από διάφορα σχήματα, ακόμα

και από ομάδες σωματιδίων και, μάλιστα, σύμφωνα με τη γενικευμένη θεωρία, είναι δυνατόν

κάποιος να οδηγήσει το κυματομέτωπο προς οποιαδήποτε κατεύθυνση. Ακόμα, κατευθυντική

σκέδαση μπορεί να επιτευχθεί με την αλληλεπίδραση οποιασδήποτε τάξης συντονισμών, όχι

μόνο των διπολικών. Συμπερασματικά, λοιπόν, για να ικανοποιηθούν οι συνθήκες Kerker

απαιτείται η διέγερση δύο (ή περισσότερων) κατάλληλων συντονισμών και η αλληλεπικάλυψη

τους. ΄Ετσι μπορεί να έχουμε ενισχυτική ή αποσβεστική συμβολή και κατευθυντική σκέδαση

[7, 8, 9].

Σε πλέγματα που χρησιμοποιούνται τέτοιοι σκεδαστές, η πολλαπλή σκέδαση μπορεί να

αποδειχτεί πολύ σημαντική και πολλές φορές μπορεί, και πάλι, να περιγραφεί μέσω της αλλη-

λεπίδρασης μεταξύ των συντονισμών Mie [10]. Σε περιοδικά πλέγματα, το πλέγμα προσδίδει

έναν επιπλέον βαθμό ελευθερίας για τον έλεγχο των ιδιοτήτων της διέλευσης και της α-

νάκλασης, αφού είναι εφικτό να μετακινηθούν οι θέσεις των συντονισμών λόγω της μεταξύ

τους αλληλεπίδρασης. Επιπλέον, το φαινόμενο της περίθλασης, η οποία προκύπτει από την

περιοδικότητα, μπορεί να συνδυαστεί με το σχήμα των κοντινών πεδίων των υβριδικών πο-

λυπολικών συντονισμών Mie και να έχει ως αποτέλεσμα της ισχυρή κατευθυντικότητα του

φωτός προς διαφορετικές κατευθύνσεις κατ΄ επιλογή.
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2.2 Οι συντονισμοί Mie σφαιρών Si

Αρχικά, υπολογίστηκε η ενεργός διατομή σκέδασης μεμονωμένων σφαιρών πυριτίου σε

αέρα, με ακτίνα R που παίρνει τιμές μεταξύ 100 και 200 nm, χρησιμοποιώντας τις οπτικές

σταθερές μέσω προσαρμογής σε πειραματικά δεδομένα για το κρυσταλλικό Si [11]. Αυτή

φαίνεται στο Σχ. 2.1. Για τις σφαίρες, η ενεργός διατομή σκέδασης αποτελείται από ηλεκτρι-

κή και μαγνητική συνεισφορά, σsc = 1/q2
∑

ℓ (2ℓ+ 1)
(
|TEℓ|2 + |THℓ|2

)
. Οι συντονισμοί

μετακινούνται σε υψηλότερα μήκη κύματος όσο η ακτίνα αυξάνεται και η εξέλιξη αυτής της

μετατόπισης έχει σημειωθεί με διακεκομμένες γραμμές στο Σχ. 2.1.

Σχήμα 2.1: Η ενεργός διατομή σκέδασης μεμονωμένων σφαιρών Si με ακτίνες (από κάτω

προς τα πάνω) R = 100, 120, 140, 160, 180 και 200 nm, στον αέρα (οι καμπύλες είναι

μετατοπισμένες). ΄Εχουν χρησιμοποιηθεί οι διακεκομμένες χρωματιστές γραμμές ώστε να

φαίνεται η εξέλιξη της μετακίνησης της καμπύλης των συντονισμών σε σχέση με την αλλαγή

της ακτίνας. Με DM, DE συμβολίζονται ο διπολικός συντονισμός μαγνητικού τύπου και

ο ηλεκτρικού τύπου, αντίστοιχα, και με QM, QE ο τετραπολικός μαγνητικού τύπου και

ηλεκτρικού τύπου, αντίστοιχα.
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Για να πετύχει κάποιος ισχυρή κατευθυντική σκέδαση πρέπει να επιλέξει πλέγματα που

αποτελούνται από σφαίρες στις οποίες συντονισμοί διαφορετικών συμμετριών αλληλεπικα-

λύπτονται. Για παράδειγμα, σφαίρες με ακτίνες R = 180 nm έχουν τον ηλεκτρικό διπο-

λικό συντονισμό τους (Electric Dipole - DE) λίγο πάνω από λ = 1000 nm, κοντά σε

μήκη κύματος στα οποία βρίσκεται ο μαγνητικός διπολικός συντονισμός σφαιρών με ακτίνα

R = 140 nm. Υπάρχει ακόμα μια ενδιαφέρουσα περιοχή του φάσματος. Λίγο κάτω από το

λ = 800 nm, εμφανίζονται ταυτόχρονα ο τετραπολικός ηλεκτρικός συντονισμός (Electric

Quadrapole - QE) μαζί με τον τετραπολικό μαγνητικό (Magnetic Quadrapole - QM). Στη

συνέχεια, θα εκμεταλλευτούμε μερικούς από τους παραπάνω συνδυασμούς και θα κατασκευ-

άσουμε επίπεδες γεωμετρίες από περιοδικά πλέγματα με σφαιρικούς σκεδαστές, τα οποία

σκεδάζουν με ισχυρή κατευθυντικότητα, μέσω περίθλασης, φως το οποίο προσπίπτει κάθετα

στο επίπεδο των σκεδαστών.

Οι ενεργειακές απώλειες, οι οποίες γίνονται πιο έντονες για μικρότερα μήκη κύματος

για το πυρίτιο, επηρεάζουν πολύ λίγο τους διπολικούς συντονισμούς, αλλά εξασθενούν τη

σκέδαση των τετραπολικών και των υψηλότερης τάξης συντονισμών. Σε αυτό το κεφάλαιο,

λοιπόν, θα εστιάσουμε στην αλληλεπίδραση μεταξύ των πολυπολικών συντονισμών Mie των

σφαιρών και στο συσχετισμό αυτής με τα διαφορετικά ῾῾κανάλια᾿᾿ περίθλασης.

2.3 Πλέγμα με σφαίρες πυριτίου σε πολύ κοντινή α-

πόσταση

΄Οταν το πλέγμα έχει περιοδικότητα μικρότερη από το μήκος κύματος, επιτρέπονται μόνο

δέσμες οι οποίες έχουν ίδια διεύθυνση με την προσπίπτουσα (μηδενικής τάξης περίθλαση).

Γι΄ αυτό το λόγο, η οπτική απόκριση μπορεί να συσχετιστεί με τους μιγαδικούς συντελεστές

διέλευσης και ανάκλασης ή με την εμπέδηση και τις οπτικές σταθερές ενεργού μέσου [12].

Αρχικά, θεωρούμε ένα τετραγωνικό πλέγμα με πλεγματική σταθερά ax,y = 400 nm, αποτε-

λούμενο από σφαίρες πυριτίου που έχουν την ίδια ακτίνα R =140 nm και βρίσκονται μέσα

σε αέρα. Το φάσμα της διέλευσης και της απορρόφησης, υπό κάθετη πρόσπτωση, απει-

κονίζονται στο Σχ. 2.2. Σε αυτό, διακρίνονται δύο συντονισμοί, ο πρώτος εκ των οποίων

βρίσκεται κοντά στο λ = 940 nm και είναι διπολικού μαγνητικού τύπου, ενώ ο δεύτερος

κοντά στα λ = 790 nm και είναι διπολικού ηλεκτρικού τύπου. Και οι δύο εμφανίζονται ως
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Σχήμα 2.2: Η οπτική διέλευση T (μπλε διακεκομμένη γραμμή), η ανάκλαση R (κόκκινη

γραμμή) ενός τετραγωνικού πλέγματος με πλεγματική σταθερά ax,y = 400 nm, που αποτε-

λείται από σφαίρες πυριτίου με ακτίνες R =140 nm, στον αέρα, για κάθετη πρόσπτωση. Οι

γραμμές αντιστοιχούν στα αποτελέσματα από τους υπολογισμούς με τη μέθοδο LMS, ενώ

με ανοικτούς κύκλους από το πρόγραμμα COMSOL Multiphysics.

κορυφές στην ανάκλαση και, συγκρίνοντας με το Σχ. 2.1, παρατηρούμε ότι είναι λίγο μετα-

τοπισμένες σε σχέση με τη θέση που θα είχαν σε μεμονωμένες σφαίρες, το οποίο συμβαίνει

λόγω της αλληλεπίδρασης μεταξύ των σωματιδίων. Στα μήκη κύματος μεταξύ των δύο αυ-

τών συντονισμών, η ανάκλαση παραμένει σε υψηλά επίπεδα, ενώ η μείωση της πλεγματικής

σταθεράς οδηγεί στη δημιουργία ενός τέλειου ανακλαστήρα ευρέος φάσματος, με ανάκλαση

πολύ κοντά στη μονάδα.

Αξίζει να αναφερθεί ότι το φάσμα, το οποίο υπολογίστηκε με τη μέθοδο LMS (γραμμή

στο Σχ. 2.2) έρχεται σε απόλυτη συμφωνία με το αντίστοιχο, που προκύπτει με τη χρήση του

προγράμματος COMSOL, το οποίο στηρίζεται στη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων, η οποία

όμως είναι πολύ πιο απαιτητική υπολογιστικά και χρονικά (ανοικτοί κύκλοι στο Σχ. 2.2).
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Η ισχυρή ανάκλαση μπορεί να αποδοθεί στη σκέδαση στις περιοχές του φάσματος κοντά

στους συντονισμούς Mie [13], λόγω της καταστροφικής συμβολής προς τα εμπρός που έχει

ως συνέπεια το μηδενισμό της διέλευσης. Πρέπει να τονιστεί ότι η συγκεκριμένη γεωμετρία

παρουσιάζει ένα αρκετά μεγάλο εύρος στο οποίο η διέλευση ελαχιστοποιείται, από τα 780

έως τα 950 nm, και ότι στις συγκεκριμένες συχνότητες δεν εμφανίζεται το φαινόμενο της

περίθλασης, συνεπώς μόνο το κανάλι μηδενικής τάξης είναι επιτρεπτό, κάτι το οποίο μας

δίνει τη δυνατότητα για την περιγραφή του φαινομένου να χρησιμοποιήσουμε τη θεωρία του

ενεργού μέσου (effective medium theory) [14].

Μπορεί, κάποιος, να πετύχει ισχυρή ανισοτροπική σκέδαση χρησιμοποιώντας και άλλους

συντονισμούς Mie, εκτός από τους διπολικούς. Για παράδειγμα, ενδιαφέροντα φαινόμενα

αναμένουμε και από την αλληλεπίδραση των τετραπολικών συντονισμών. ΄Ομως, σε πε-

ριοδικές δομές με πλεγματική σταθερά μικρότερη από το μήκος κύματος στις οποίες δεν

εμφανίζονται περιθλώμενες δέσμες, οι τετραπολικοί συντονισμοί χαρακτηρίζονται από πολύ

ισχυρή απορρόφηση [15]. Παρόλα αυτά, η συμπεριφορά αυτή διαφοροποιείται όταν τα κα-

νάλια περίθλασης ανοίγουν και έτσι σε αυτές τις περιπτώσεις μπορεί να επιτευχθεί ισχυρή

ανισοτροπική σκέδαση λόγω υψηλότερης τάξης συντονισμών.

2.4 Περίθλαση από ζεύγη σφαιρών Si

Μέχρι τώρα συζητήσαμε για περιπτώσεις πλεγμάτων με πλεγματικές σταθερές μικρότερες

του μήκους κύματος και εστιάσαμε σε μια συγκεκριμένη περίπτωση, στην οποία οι διπολικοί

συντονισμοί Mie είναι η αιτία δημιουργίας μιας πλατιάς ζώνης συχνοτήτων, στην οποία

παρουσιάζεται ισχυρή ανάκλαση. ΄Ομως, στις περιπτώσεις στις οποίες το μήκος κύματος

είναι μικρότερο από τη μέγιστη συχνότητα περίθλασης, η οπτική ισχύς μοιράζεται και στα

υπόλοιπα κανάλια περίθλασης, εκτός από εκείνο της μηδενικής τάξης.

Η γωνία περίθλασης για μια συγκεκριμένη τάξης δέσμης mi κατά μήκος της διεύθυνσης

της περιόδου ai(i = x, y) για μήκος κύματος λ δίνεται από τη σχέση

ϕmi = arcsin(miλ/ain) (2.2)

με n το δείκτη διάθλασης του περιβάλλοντος μέσου. Σε συμμετρικά πλέγματα, το φως μοι-

ράζεται στις περιθλώμενες δέσμες ±mi, αλλά σε δομές με ασυμμετρία το φως είναι δυνατόν
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να περιθλάται μόνο προς σε μια συγκεκριμένη τάξη περίθλασης [16, 17, 18].

΄Εχουν προταθεί αρκετές ιδέες για ανακλαστικές μεταεπιφάνειες [19, 20] και, πρόσφατα,

αναπτύχθηκαν κανόνες για το σχεδιασμό τέτοιων δομών [18]. Για να φτιαχτεί μεταεπιφάνεια

που να ευνοεί τη διέλευση [21, 22, 23], μια ιδέα είναι να χρησιμοποιηθούν ασύμμετροι σκε-

δαστές στο πλέγμα, οι οποίοι να αποκλείουν την δέσμη μηδενικής τάξης και, ταυτόχρονα,

να ευνοούν την αύξηση μιας συγκεκριμένης τάξης περίθλασης. Εμείς θα κατασκευάσουμε

μια μεταεπιφάνεια η οποία αποτελείται από διμερή Si. ΄Εχει δειχθεί ότι αυτά τα διμερή πα-

ρουσιάζουν πολύ ισχυρή κατευθυντική σκέδαση [24, 25], οπότε, αν τα χρησιμοποιήσουμε σε

πλέγμα, αναμένουμε να εμφανιστούν ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά, λόγω περίθλασης.

Σχήμα 2.3: Ανάκλαση, υπό κάθετη πρόσπτωση, από ένα ορθογώνιο πλέγμα (ax = 790 nm,

ay = 400 nm) αποτελούμενο από σφαίρες πυριτίου με ακτίνες R1 = 140 nm και R2 =

175 nm, έχοντας τα κέντρα τους στο ίδιο επίπεδο, ενώ η μεταξύ τους απόσταση είναι 15 nm

κατά μήκος του άξονα x. Μαύρη γραμμή: Η συνολική ανάκλαση, R. Διακεκομμένη κόκκινη

γραμμή: Η ανάκλαση της μηδενικής τάξης περίθλασης, R0. Εστιγμένη μπλε γραμμή: Η

ανάκλαση απο την mx = +1 περιθλώμενη δέσμη, R+1. Εστιγμένη-διακεκομμένη πράσινη

γραμμή: Η ανάκλαση της mx = −1 περιθλώμενης δέσμης, R−1.
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Στο Σχ. 2.3 φαίνεται το φάσμα ανάκλασης για φως που προσπίπτει κάθετα, με πόλωση κα-

τά μήκος του μεγαλύτερου άξονα περιοδικότητας x σε ορθογώνιο πλέγμα με ax = 790 nm και

ay = 400 nm, το οποίο αποτελείται από διμερή Si με ακτίνες R1 = 140 nm και R2 = 175 nm.

Τα κέντρα των σφαιρών βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και έχουν απόσταση ίση με 15 nm κατά

μήκος της διεύθυνσης x. ΄Οπως φαίνεται στο φάσμα στο Σχ. 2.3 παρουσιάζονται ενδιαφέρο-

ντα φαινόμενα πάνω από το όριο περίθλασης (λdiff = 790 nm). Για παράδειγμα, υπάρχει

ακόμα η ζώνη ανάκλασης κοντά στα 800 nm, η οποία συζητήθηκε στο προηγούμενο εδάφιο

(Σχ. 2.3), παρόλο που τώρα υπάρχουν δύο σφαίρες. Αυτή, διατηρείται λόγω της αποσβε-

στικής συμβολής που συμβαίνει από τους διπολικούς συντονισμούς των μικρών σφαιρών

(R1 = 140 nm), παρόλο που οι μεγαλύτερες σφαίρες (R2 = 175 nm) έχουν και αυτές

συνεισφορά, αφού εκεί παρουσιάζουν τετραπολικό συντονισμό (Σχ. 2.1).

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περιοχή κάτω από το όριο περίθλασης. Στο Σχ. 2.3

βλέπουμε ότι, κάτω από το λdiff = ax = 790 nm, το φως ακολουθεί διάφορα κανάλια

περίθλασης (m = 0,±1) τα οποία φαίνονται ξεχωριστά. Παρόλο που η συνολική ανάκλαση

κοντά στο λ = 770 nm δεν ξεπερνά το 60%, η ενέργεια του ανακλώμενου φωτός σχεδόν

ολόκληρη διοχετεύεται στο κανάλι περίθλασης πρώτης τάξης mx = +1, ενώ η μηδενική

(m = 0) και η mx = −1 μειώνονται ισχυρά, κάτι το οποίο φαίνεται στα αντίστοιχα φάσματα

στο Σχ. 2.3.

Αξίζει να αναφερθεί ότι, στη συγκεκριμένη περιοχή μηκών κύματος (λίγο κάτω από τα

790 nm), οι συντονισμοί QE και QM των σφαιρών αλληλεπικαλύπτονται, όπως φαίνεται

από αντίστοιχο διάγραμμα για τις ενεργές διατομές σκέδασης των μεμονωμένων σφαιρών

(Σχ. 2.1). Το γεγονός ότι οι δύο σκεδαστές έχουν διαφορετικό μέγεθος (χωρικά ασύμμε-

τρο διμερές), σε συνδυασμό με τη σύζευξη του κοντινού πεδίου του διμερούς με το μακρινό

πεδίο (περίθλασης) του πλέγματος, οδηγεί το φως με πολύ μεγάλη γωνία ανάκλασης. Συ-

γκεκριμένα, κοντά στα λ = 769 nm, η ανάκλαση γίνεται μέγιστη περίπου 56% και το φως

οδηγείται σχεδόν όλο σε μια πολύ υψηλή γωνία ανάκλασης ϕrefl = 77o.

2.5 Διαχωριστής Δέσμης

Η γεωμετρία που μελετήθηκε στο προηγούμενο εδάφιο 2.4, είναι αποτελεσματική στο

να στρίψει το ανακλώμενο φως, όμως ένα σημαντικό ποσό της ισχύος καταλήγει στη δι-
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Σχήμα 2.4: Η οπτική απόκριση ενός ορθογώνιου πλέγματος (ax = 850 nm και ay = 400 nm)

από σφαίρες Si με ακτίνες R1 =140 nm και R2 =180 nm, οι οποίες έχουν τα κέντρα τους στο

ίδιο επίπεδο και βρίσκονται σε απόσταση d =15 nm κατά μήκος του άξονα x. Η γεωμετρία

φαίνεται στο (a) μαζί με μια κάτοψη της μοναδιαίας κυψελίδας. (b) Η διέλευση για κάθετη

πρόσπτωση x-πολωμένου φωτός. Μαύρη γραμμή: Η συνολική διέλευση, T . Διακεκομμένη

κόκκινη γραμμή: Διέλευση της μηδενικής τάξεως περιθλώμενης δέσμης, T0. Διακεκομμένη

μπλε γραμμή: Διέλευση στο mx = +1 κανάλι περίθλασης, T+1. Διακεκομμένη-εστιγμένη

πράσινη γραμμή: Η διέλευση της mx = −1 περιθλώμενης δέσμης, T−1. (c) ΄Ομοια με το

(b), αλλά για την ανάκλαση.
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έλευση -μπροστινή κατεύθυνση. ΄Οπως συζητήθηκε προηγουμένως, πολύ σημαντικό ρόλο

παίζει η αλληλεπίδραση της σύζευξης του κοντινού πεδίου του διμερούς και του αντίστοιχου

μακρινού πεδίου, λόγω του πλέγματος. Εκμεταλλευόμενοι αυτό, είναι δυνατόν με κατάλ-

ληλη παραμετροποίηση της γεωμετρίας κάποιος να πετύχει υψηλή διέλευση στο ίδιο εύρος

μηκών κύματος. Μια τέτοια διάταξη θα μπορούσε να λειτουργήσει ως ένας αποτελεσματικός

διαχωριστής δέσμης, αποτελούμενος μόνο από διηλεκτρικά υλικά.

Αυτό, λοιπόν, επιτυγχάνεται χρησιμοποιώντας σφαίρες με ακτίνες R1 = 140 nm και

R2 = 180 nm, οι οποίες βρίσκονται σε απόσταση 15 nm, σε ένα πλέγμα με ax = 850 nm,

ay = 400 nm, όπως φαίνεται στο Σχ. 2.4(a). Τα φάσματα διέλευσης και ανάκλασης για φως

που προσπίπτει κάθετα με πόλωση x φαίνονται στα Σχ.2.4(b,c), αντίστοιχα. Στο Σχ. 2.4(c)

βλέπουμε ότι η δέσμη ανάκλασης μηδενικής τάξης m = 0 μειώνεται πολύ αν μετακινηθούμε

από το σημείο περίθλασης λdiff = 850 nm προς τα μικρότερα μήκη κύματος, ενώ η δέσμη

ανάκλασης m = +1 κορυφώνεται κοντά στις περιοχές όπου υπάρχουν οι τετραπολικοί συ-

ντονισμοί των μεμονωμένων σφαιρών (Σχ. 2.1). Επιπλέον, παρατηρούμε μια απότομη πτώση

στη δέσμη διέλευσης μηδενικής τάξης [διακεκομμένη γραμμή στο Σχ. 2.4(b)] κοντά στα

775 nm.

Στις περιοχές όπου οι απομονωμένες σφαίρες εμφανίζουν τετραπολικούς συντονισμο-

ύς Mie εμφανίζεται μηδενισμός της εμπροσθοσκέδασης, που μοιάζει με γενικευμένο σημείο

Kerker δεύτερου είδους [2]. Λόγω του γεγονότος ότι η δομή είναι ισχυρά ανισοτροπική,

η υπόλοιπη ενέργεια διέλευσης καθοδηγείται ολόκληρη στη δέσμη m = +1, κάτι που α-

ναδεικνύεται με μια αντίστοιχη κορυφή (μπλε εστιγμένη γραμμή). Παρά το γεγονός ότι

οι μέγιστες τιμές στη διέλευση και την ανάκλαση δεν βρίσκονται ακριβώς στο ίδιο μήκος

κύματος, η δομή αναμένεται να δουλεύει αποδοτικά σε ένα ευρύ φάσμα μηκών κύματος. Σε

λ = 775 nm, έχουμε T+1 ≈ 42% και R+1 ≈ 40%.

Συμπερασματικά, ο συνδυασμός μεταξύ του συντονισμού QM της μικρής σφαίρας με τον

QE της μεγαλύτερης, έχει ως αποτέλεσμα το σχηματισμό υβριδικών καταστάσεων, οι οποίες

καθοδηγούν το φως ασύμμετρα, σε κατευθύνσεις διαφορετικές από εκείνες του προσπίπτο-

ντος φωτός. Στο εδάφιο 2.7, θα μελετηθεί εκτενέστερα ο πολυπολικός χαρακτήρας αυτών

των υβριδικών καταστάσεων.
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2.6 Περίθλαση σε μεγάλες γωνίες διέλευσης

΄Οπως δείξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, η υβριδοποίηση των συντονισμών Mie δια-

φορετικών σωματιδίων μπορεί να προκαλέσει ισχυρή κατευθυντική εμπροσθοσκέδαση - οπι-

σθοσδέδαση. Το πλέγμα έχει πολύ σημαντική επιρροή στο σχηματισμό τέτοιων υβριδικών

καταστάσεων. Για παράδειγμα, για σφαίρες με R1 = 90 nm και R2 = 140 nm σε ένα πλέγμα

με ax = 740 nm και ay = 360 nm, περιμένουμε ο DE συντονισμός της μεγαλύτερης σφαίρας

να αλληλοεπικαλύπτεται με τον DM συντονισμό της μικρότερης, λίγο κάτω από λ =740 nm,

ενώ παίζει ρόλο και η συνεισφορά από τον QM της μεγαλύτερης σφαίρας (Σχ. 2.1).

Η γεωμετρία φαίνεται στο Σχ. 2.5(a) και το αντίστοιχο φάσμα για τη διέλευση και

την απορρόφηση για τις διάφορες τάξεις περίθλασης, για φως με κάθετη πρόσπτωση και

πόλωση x, φαίνεται στο Σχ. 2.5(b). Σε μήκη κύματος κοντά στο όριο περίθλασης, λdiff =

740 nm, η υβριδοποίηση μεταξύ των συντονισμών έχει ως αποτέλεσμα την ελαχιστοποίηση

της εμπροσθοσκέδασης μηδενικής τάξης, σαν μια περίπτωση Kerker δεύτερου είδους κοντά

στα 740 nm. Εκεί, η ενέργεια μεταφέρεται μέσω των καναλιών περίθλασης πρώτης τάξης.

Περισσότερη ενέργεια κατευθύνεται στη δέσμη διέλευσης mx = +1, (T+1) και, έτσι, το φως

στρίβει προς την πλευρά των μεγαλύτερων σφαιρών. Πρέπει να αναφερθεί ότι η σκέδαση

υψηλότερης τάξης (|mx| > 1) είναι αμελητέα στο συγκεκριμένο εύρος μηκών κύματος που

μελετάμε. Η ασυμμετρία μεταξύ των καναλιών πρώτης τάξης στην κατεύθυνση x, T+1 και

T−1, μπορεί να βελτιστοποιηθεί με κατάλληλη επιλογή των παραμέτρων της γεωμετρίας.

Η γεωμετρία της μοναδιαίας κυψελίδας παίζει σημαντικό ρόλο στον καθορισμό του μα-

κρινού πεδίου της περιοδικής δομής, κάτι που είναι εμφανές αν δούμε το νέο φάσμα που

προκύπτει, αν στρίψουμε τα διμερή κατά γωνία θ = 28o γύρω από άξονα παράλληλο στη

διεύθυνση y, η οποία διέρχεται μέσα από τα κέντρα των μεγάλων σφαιρών, όπως φαίνεται

στο Σχ. 2.6(a). Η δομή είναι βελτιστοποιημένη για να εμφανίζεται μέγιστη ένταση της

mx = +1 δέσμης της διέλευσης και ταυτόχρονα να έχει τη μέγιστη γωνία περίθλασης. Η

βελτιστοποίηση έγινε με πολλούς υπολογισμούς χρησιμοποιώντας τη μέθοδο LMS. Το α-

ντίστοιχο φάσμα διέλευσης και ανάκλασης για τις διάφορες δέσμες περίθλασης φαίνεται στο

Σχ. 2.6(b). Για φως x-πολωμένο, που προσπίπτει κάθετα, η στροφή προς την πλευρά της

μεγαλύτερης σφαίρας έχει μεγιστοποιηθεί, ενώ η διαρροή στα υπόλοιπα κανάλια περίθλασης

έχει ελαχιστοποιηθεί. Σε μήκη κύματος λίγο μικρότερα από 740 nm, η T+1 είναι κοντά στο
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Σχήμα 2.5: (a) ΄Ενα ορθογώνιο πλέγμα (ax = 740 nm, ay = 360 nm), αποτελούμενο α-

πό διμερή Si με ακτίνες R1 = 90 nm και R2 = 140 nm, που έχουν τα κέντρα τους στο

ίδιο επίπεδο και απέχουν 20 nm κατά μήκος του άξονα x. (b) Η διέλευση που αντιστοιχεί

στην παραπάνω γεωμετρία για κάθετα x-πολωμένο φως. Μαύρη γραμμή: Η συνολική δι-

έλευση, T . Διακεκομμένη κόκκινη γραμμή: Διέλευση της μηδενικής τάξεως περιθλώμενης

δέσμης, T0. Διακεκομμένη μπλε γραμμή: Διέλευση στο mx = +1 κανάλι περίθλασης, T+1.

Διακεκομμένη-εστιγμένη πράσινη γραμμή: Η διέλευση της mx = −1 περιθλώμενης δέσμης,

T−1.
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Σχήμα 2.6: (a) ΄Ενα ορθογώνιο πλέγμα (ax = 740 nm, ay = 360 nm) αποτελούμενο

από σφαίρες πυριτίου με ακτίνεςR1 = 90 nm και R2 = 140 nm, παρόμοιο με εκείνο του

Σχ. 2.5(a), αλλά το διμερές έχει περιστραφεί κατά γωνία θ = 28o γύρω από τον άξονα που

περνάει από τα κέντρα των μεγάλων σφαιρών παράλληλο στη διεύθυνση y. Η απόσταση

μεταξύ των σφαιρών είναι 50 nm. (b) Η διέλευση της παραπάνω γεωμετρίας για κάθετα

προσπίπτον x-πολωμένο φως. Μαύρη γραμμή: Η συνολική διέλευση, T . Διακεκομμένη

κόκκινη γραμμή: Διέλευση της μηδενικής τάξεως περιθλώμενης δέσμης, T0. Εστιγμένη

μπλε γραμμή: Διέλευση στο mx = +1 κανάλι περίθλασης, T+1. Διακεκομμένη-εστιγμένη

πράσινη γραμμή: Η διέλευση της mx = −1 περιθλώμενης δέσμης, T−1. (c) Το προφίλ της

x συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου, Ex, σε ένα x-z επίπεδο που περνάει από τα κέντρα

των σφαιρών, σε μήκος κύματος λ = 734 nm.
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75%, ενώ η γωνία της περίθλασης σε μήκος κύματος λ = 734 nm είναι φ+1 = 83o.

Πάλι, τα αποτελέσματά μας είναι σε απόλυτη συμφωνία με αντίστοιχους υπολογισμο-

ύς, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων (Comsol multiphysics), ενώ το

αντίστοιχο υπολογισμένο ηλεκτρικό πεδίο φαίνεται στο Σχ. 2.6(c). Η ισχυρή σκέδαση στην

κατεύθυνση της mx = +1 διατηρείται για ένα ευρύ παράθυρο μηκών κύματος.

2.7 Πολυπολικό ανάπτυγμα

Πρέπει να τονιστεί ότι οι υπολογισμοί μας υπερτερούν από τα διπολικά μοντέλα, που

συνήθως χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν την οπτική απόκριση διμερών πυριτίου πα-

ρόμοιου με του μεγέθους που μελετήσαμε [24, 25, 26] ή περιοδικών δομών τέτοιων σω-

ματιδίων [10, 27], αφού έχουν ισχύ και για μεγαλύτερης τάξης συντονισμούς. Η επιρροή

των διαφορετικών πολύπολων στο φάσμα φαίνεται στο Σχ. 2.7, όπου έχει γίνει η ανάλυση

της στροφορμής της οπτικής απόκρισης του ανακλαστικού πλέγματος (reflecting array -

RA), εκείνου της διέλευσης (transmitting array - TA) αλλά και του διαχωριστή δέσμης (

beam-splitter array - BSA), τα οποία φαίνονται στα Σχ. 2.3, 2.6, και 2.4, αντίστοιχα. Τα

αποτελέσματα έχουν εξαχθεί αποκόπτοντας τα πολυπολικά αναπτύγματα του μεμονωμένου

σκεδαστή στα ℓmax = 1, 2 και 3 αντίστοιχα. Ο χαρακτήρας των συντονισμών που είναι υπε-

ύθυνος για το φάσμα είναι εύκολο να αναγνωριστεί από την σφαιρική ανάπτυξη του πεδίου,

κάτι που είναι βασικό στοιχείο της μεδόθου LMS, αλλά και με τη σύγκριση των θέσεων των

συντονισμών Mie των απομονωμένων σφαιρών οι οποίες υπολογίστηκαν στο εδάφιο για την

ενεργό διατομή σκέδασης (Σχ. 2.1).

Στις δομές RA και BSA [Σχ. 2.7(a), (c), και (d)] φαίνεται ότι η διπολική συνεισφο-

ρά είναι πολύ μικρή. Αντίθετα, στη γεωμετρία ΤΑ [Σχ. 2.7(b)], η συνολική συμπεριφορά

μπορεί ποιοτικά να περιγραφεί μόνο από τη διπολική προσέγγιση, αφού η οπτική απόκριση

καθορίζεται κυρίως από την αλληλεπίδραση του συντονισμού DE της μεγάλης σφαίρας με

τον DM της μικρής, ενώ οι συνεισφορές από ℓ > 2 είναι αμελητέες.

Σχετικά με την RA δομή, στο Σχ. 2.7(a), στο μήκος κύματος όπου εμφανίζεται ισχυρή

περίθλαση, η οπτική απόκριση οφείλεται λόγω της αλληλεπικάλυψης του συντονισμού QE

της μεγάλης σφαίρας (R2 = 175 nm) με τους DE και QM της μικρότερης (R1 = 140 nm).

΄Ετσι, καταλαβαίνουμε ότι οι τετραπολικοί όροι (ℓ = 2) είναι απαραίτητοι για τη σύγκλιση
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Σχήμα 2.7: (a) Η ανάκλαση της πρώτης τάξεως περιθλώμενης δέσμης, R+1, της RA δομής

του Σχ. 2.3, υπολογισμένης χρησιμοποιώντας διαφορετικές τιμές αποκοπής της στροφορ-

μής, ℓmax = 1, (μπλε διακεκομμένη γραμμή), ℓmax = 2 (κόκκινη διακεκομμένη-εστιγμένη

γραμμή), ℓmax = 3 (μαύρη γραμμή). (b) ΄Ομοια με το (a) για την περιθλώμενη δέσμη πρώτης

τάξεως T+1, της δομής ΤΑ του Σχ. 2.6. (c,d) ΄Ομοια με το (a) για την ανάκλαση της πρώτης

τάξεως περιθλώμενης δέσμης, R+1, και διέλευσης, T+1, της δομής BSA του Σχ.2.4.
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των υπολογισμών σε αυτήν την περίπτωση.

Οι τετραπολικοί όροι είναι απαραίτητοι και για την BSA δομή, όπως φαίνεται στα Σχ. 2.7(c)

και (d). Βλέποντας την ενεργό διατομή σκέδασης κοντά στα 750nm, εντοπίζουμε τον

QE συντονισμό της μεγαλύτερης σφαίρας (R2 =180 nm) και τον QM της μικρότερης

(R1 =140 nm). Είναι πολύ σημαντικό να τονιστεί ότι και στη δομή RA αλλά και στην

BSA εμπλέκονται οι ίδιο συντονισμοί. Αυτό αποδεικνύει πόσο σημαντικό ρόλο παίζει η αλ-

ληλεπίδραση και η γεωμετρία των σωματιδίων τα οποία επηρεάζουν το κοντινό πεδίο, ειδικά

όταν εμπλέκονται τετραπολικοί συντονισμοί.

Μέχρι τώρα μελετήθηκε η περίπτωση που το εισερχόμενο κύμα είναι γραμμικά πολω-

μένο και προσπίπτει κάθετα στη δομή και συζητήθηκε η σκέδαση που προκύπτει λόγω της

χρήση κατευθυντικών ασύμμετρων σωματιδίων στο πλέγμα. ΄Ομως, θα μπορούσαμε να α-

ποδυναμώσουμε συγκεκριμένες τάξεις περίθλασης ρίχνοντας το εισερχόμενο κύμα υπό μια

γωνία διάφορη του μηδενός, αφού το μήκος κύματος αποκοπής μιας συγκεκριμένης δέσμης

περίθλασης εξαρτάται από τη γωνία πρόσπτωσης. Αυτή η ιδιότητα μας δίνει επιπλέον βαθ-

μούς ελευθερίας για να ρυθμίσουμε τη διέγερση των διαφορετικών πολύπολων. Στο Σχ. 2.8

φαίνεται μια τέτοια περίπτωση μη κάθετης πρόσπτωσης, η οποία σε πολλές περιπτώσεις δίνει

ισχυρότερη περίθλαση σε σχέση με την κάθετη πρόσπτωση. Βέβαια η συγκεκριμένη περίπτω-

ση δεν αποτέλεσε βασικό αντικείμενο μελέτης της συγκεκριμένης διατριβής. Τέλος, πρέπει

να αναφερθεί ότι τα συμπεράσματά μας δεν είναι ευαίσθητα σε μικρές μεταβολές μερικών

μοιρών της γωνίας πρόσπτωσης.



Σχήμα 2.8: Η επίδραση της γωνίας πρόσπτωσης και της πόλωσης στο συντελεστή ανάκλασης

των περιθλώμενων δεσμών, οι οποίες φαίνονται στο Σχ. 2.3, για ένα ορθογώνιο πλέγμα με

(ax = 790 nm, ay = 400 nm) που αποτελείται από διμερή πυριτίου με ακτίνες R1 = 140 nm

και R2 = 175 nm, τα οποία έχουν τα κέντρα τους στο ίδιο επίπεδο και απόσταση μεταξύ

τους ίση με 15 nm κατά μήκος του άξονα x. Στα σχήματα η πόλωση x (y) αναφέρεται στην

περίπτωση που το εισερχόμενο κύμα είναι πολωμένο κατά μήκος του άξονα x (y), ενώ η

θετική (αρνητική) γωνία αναφέρεται στην περίπτωση που η γωνία πρόσπτωσης έχει στρίψει

προς τη μεγαλύτερη (μικρότερη) σφαίρα.
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2.8 Αντίστροφη σκέδαση

΄Οπως είδαμε παραπάνω με μικρές αλλαγές στη γεωμετρία μπορεί κάποιος να αλλάξει ριζι-

κά την οπτική απόκριση ενός συστήματος. Επιπλέον, προηγουμένως κάναμε βελτιστοποίηση

των παραμέτρων μέχρι να επιτύχουμε την μέγιστη δυνατή απόδοση, δηλαδή ισχυρή σκέδαση

σε μεγάλες γωνίες. Η διαδικασία της βελτιστοποίησης είναι μια κοπιαστική δουλειά, όταν

γίνεται χειροκίνητα και δεν είναι εφικτό να να πραγματοποιηθεί για πολλές παραμέτρους.

Για την επίλυση αυτής της δυσκολίας, επεκτείναμε τη μέθοδο, ώστε έχουμε την δυνα-

τότητα να μελετήσουμε την αντίστροφη σκέδαση. Με αυτόν τον όρο εννοούμε, ότι, πλέον,

έχουμε τη δυνατότητα να καθορίζουμε το επιθυμητό αποτέλεσμα για οποιοδήποτε φυσικό

μέγεθος επιθυμούμε (πχ. το συντελεστή διέλευσης ή ανάκλασης οποιασδήποτε περιθλώμε-

νης δέσμης) και η μέθοδος να αναζητά τις βέλτιστες δυνατές παραμέτρους (πχ. απόσταση

μεταξύ σφαιρών, θέσεις ή πλεγματική σταθερά), μεταβάλλοντας μόνο αυτές που εμείς ο-

ρίζουμε, σε επιθυμητό εύρος. Προβλήματα αντίστροφης σκέδασης μπορεί κάποιος να συνα-

ντήσει σε πολλούς επιστημονικούς τομείς όπως στην τομογραφία [28, 29], στις οπτικές ίνες

Bragg [30] και στην οπτική μετρολογία [31, 32] και έχουν αναπτυχθεί πολλές τεχνικές για

την επίλυση αυτών των προβλημάτων, που έχουν σκοπό την ελαχιστοποίηση κάποιας πα-

ραμέτρου. Εκτός από τις κλασσικές μαθηματικές μεθόδους ελαχιστοποίησης, τα τελευταία

χρόνια έχουν χρησιμοποιηθεί και γενετικοί αλγόριθμοι [33], προσεγγίσεις βιβλιοθήκης [34]

ακόμα και νευρωνικά δίκτυα [35].

Εμείς, χρησιμοποιήσαμε τη μέθοδο ελαχιστοποίησης Limited-memory Broyden–Fletcher

– Goldfarb–Shanno (L-BFGS-B) [36, 37]. Είναι ένας αλγόριθμος παρόμοιος με τον Broy-

den–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS), αλλά δινει τη δυνατότητα επιβολής περιορισμών

στις μεταβλητές. Ανήκει στην οικογένεια των quasi-Newton μεθόδων που προσεγγίζει

τον αλγόριθμο BFGS χρησιμοποιώντας περιορισμένο μέγεθος μνήμης. Οι απαιτούμενες πα-

ράγωγοι υπολογίστηκαν χρησιμοποιώντας τις τιμές της μεταβολής της κάθε συνάρτησης ανά

βήμα. Σκοπός μας είναι μελλοντικά να ενσωματώσουμε περισσότερο περίπλοκες τεχνικές

ελαχιστοποίησης, οι οποίες δεν αποτέλεσαν αντικείμενο αυτής της διδακτορικής διατριβής.

Κάναμε, λοιπόν, εφαρμογή αυτών σε δύο διαφορετικά προβλήματα. Πρώτα σε μια πολυ-

στρωματική δομή, αποτελούμενη από πολλά στρώματα μεταβλητού πάχους και, δεύτερον, σε

ένα περιοδικό πλέγμα από σφαίρες με μεταβλητή απόσταση και θέση. Στη συνέχεια, λοιπόν,
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θα περιγράψουμε αυτές τις δύο περιπτώσεις.

2.8.1 Πολυστρωματική δομή

Στην πρώτη εφαρμογή ο στόχος ήταν η κατασκευή πολυστρωματικής δομής πλήρως

ανακλαστικής σε μήκη κύματος από 660 nm έως 700 nm. Θεωρήσαμε ότι η δομή αποτελείται

από 9 στρώματα αποτελούμενα από πυρίτιο (ε=12) εναλλασσόμενα με αέρα (Σχ. 2.9) . Ως

Σχήμα 2.9: Η γεωμετρία που θα βελτιστοποιήσουμε αποτελείται από συνολικά 9 στρώματα

από πυρίτιο (ε=12) εναλλασσόμενα με αέρα. Τα πάχη των στρωμάτων d1, d2,... είναι οι

μεταβλητές που θα βελτιστοποιηθούν ώστε η δομή να γίνει πλήρως ανακλαστική για τα

επιθυμητά μήκη κύματος.

μεταβλητές ορίσαμε τα πάχη των στρωμάτων και ως επιθυμητό αποτέλεσμα το συντελεστή

ανάκλασης να είναι όσο το δυνατόν πλησιέστερα στη μονάδα για είκοσι συχνότητες μεταξύ

660 nm έως 700 nm, στην περίπτωση κάθετης πρόσπτωσης του φωτός. Για να το πετύχουμε

αυτό, έγινε η ελαχιστοποίηση της ποσότητας

20∑
i=1

[1−Ri (d1, d2, . . . d9)]
2 , (2.3)
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όπου Ri είναι ο συντελεστής ανάκλασης για την κάθε μία συχνότητα από τις είκοσι, που

αναφέρθηκαν παραπάνω, και d1, d2 . . . d9 τα πάχη των εννέα στρωμάτων, για τα οποία ως

αρχική τιμή ορίσαμε το d = 1200nm.

Το αντίστοιχο φάσμα της ανάκλασης για την αρχική δομή φαίνεται στο Σχ.2.10 (πάνω

αριστερά) και στο πάνω δεξιά έχει γίνει μεγέθυνση στην υπό μελέτη περιοχή. Τελικά, οι

βελτιστοποιημένες τιμές του πάχους όλων των στρωμάτων φαίνονται στον Πίνακα 2.1, ενώ

το αντίστοιχο φάσμα της ανάκλασης φαίνεται στο Σχ.2.10 (κάτω αριστερά και μεγενθυμένο

κάτω δεξιά). Παρατηρούμε ότι τελικό αποτέλεσμα είναι πάρα πολύ κοντά στο ζητούμενο,

αφού ο συντελεστής ανάκλασης είναι πολύ κοντά στη μονάδα σε όλο το επιθυμητό εύρος.

Σχήμα 2.10: Στο επάνω αριστερά σχήμα φαίνεται η ανάκλαση της δομής του Σχ. 2.9 για

τις αρχικές τιμές των παραμέτρων σε μήκη κύματος 500nm − 900nm. Στο πάνω δεξιά

φαίνεται το πρώτο μεγενθυμένο στα μήκη κύματος που γίνεται η βελτιστοποίηση (μεγέθυνση

στην γκρι περιοχή). Τα κάτω σχήματα είναι όμοια με τα επάνω, αλλά αναφέρονται στις

βελτιστοποιημένες τιμές των παραμέτρων. Σε αυτά, η ανάκλαση είναι πολύ κοντά στη μονάδα,

δηλαδή στο επιθυμητό αποτέλεσμα.
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Παράμετροι Αρχικές Τιμές (nm) Βελτιστοποιημένες (nm)

d1 1200 962

d2 1200 506

d3 1200 508

d4 1200 507

d5 1200 511

d6 1200 507

d7 1200 508

d8 1200 506

d9 1200 962

Πίνακας 2.1: Στον Πίνακα φαίνονται οι αρχικές και οι βέλτιστοποιημένες τιμές των παρα-

μέτρων di, δηλαδή των παχών των στρωμάτων, έτσι ώστε ο συντελεστής ανάκλασης να

είναι όσο το δυνατόν πλησιέστερα στη μονάδα, για είκοσι συχνότητες μεταξύ 660 nm και

700 nm, για κάθετη πρόσπτωση.

2.8.2 Πλέγμα σφαιρών

Στη δεύτερη περίπτωση εφαρμόσαμε τον μέθοδο αντίστροφης σκέδασης σε ένα τετρα-

γωνικό πλέγμα με τρεις σφαίρες ανά κυψελίδα, με σκοπό την κατασκευή μιας γεωμετρίας με

μέγιστη διέλευση σε δεδομένα μήκη κύματος. Η πλεγματική σταθερά ήταν ίση με 950nm,

ενώ η βελτιστοποίηση πραγματοποιήθηκε με παραμέτρους τις ακτίνες των τριών σφαιρών

αλλά και τις θέσεις τους x, y πάνω στο επίπεδο του πλέγματος, με σκοπό τη μεγιστοποίηση

του πλάτους διέλευσης σε ένα εύρος μηκών κύματος 760nm−770nm, για κάθετη πρόσπτω-

ση στη δομή φωτός, με πόλωση κατά μήκος του άξονα x, χρησιμοποιώντας 5 σημεία για τη

διαδικασία. Συγκεκριμένα, έγινε η ελαχιστοποίηση της παρακάτω ποσότητας

5∑
i=1

[1− Ti (x2, x3, y2, R1, R2, R3)]
2 , (2.4)

όπου Ti ο συντελεστής διέλευσης για καθεμιά από τις πέντε συχνότητες που αναφέρθηκαν

και xj , yj , Rj η θέση πάνω στο επίπεδο και η ακτίνα για την αντίστοιχη σφαίρα j. Ως αρχικές

τιμές, θεωρήσαμε τις ακτίνες όλων των σφαιρών ίσες με 100nm και τις συντεταγμένες τους
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x, y όπως φαίνονται στο Σχ.2.11. Το αντίστοιχο φάσμα της διέλευσης, για την αρχική δομή,

φαίνεται στο Σχ.2.12(a), ενώ στο (b) έχει γίνει μεγέθυνση στην υπό μελέτη περιοχή.

Σχήμα 2.11: Η δεύτερη γεωμετρία που θα βελτιστοποιήσουμε είναι ένα τετραγωνικό πλέγμα

με τρεις σφαίρες ανά κυψελίδα. Στο σχήμα φαίνεται η μοναδιαία κυψελίδα και οι θέσεις των

τριών σφαιρών, ενώ η αρχική ακτίνα όλων των σφαιρών είναι 100nm.

Τελικά, οι βελτιστοποιημένες παράμετροι φαίνονται στον Πίνακα 2.2 και το αντίστοιχο

διάγραμμα του συντελεστή διέλευσης Σχ.2.12(c) και στο (d). Και σε αυτήν την περίπτωση

βλέπουμε ότι τα αποτελέσματα είναι ικανοποιητικά.
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Σχήμα 2.12: (a) Η διέλευση της δομής του Σχ. 2.11 για τις αρχικές τιμές των παραμέτρων

σε μήκη κύματος 600nm−900nm. (b) Το ίδιο με το (a) αλλά μεγεθυμένο στα μήκη κύματος

που γίνεται η βελτιστοποίηση (μεγέθυνση στην γκρι περιοχή). (c),(d) ΄Ομοια με τα (a),(b)

αλλά αναφέρονται στις βελτιστοποιημένες τιμές των παραμέτρων. Η διέλευση είναι πολύ

κοντά στη μονάδα, δηλαδή στο επιθυμητό αποτέλεσμα.
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Παράμετροι Αρχικές Τιμές (nm) Βελτιστοποιημένες (nm)

x2 300 270

x3 300 205

y2 300 353

R1 100 73

R2 100 198

R3 100 72

Πίνακας 2.2: Στον Πίνακα φαίνονται οι αρχικές και οι βέλτιστοποιημένες τιμές των πα-

ραμέτρων, έτσι ώστε ο συντελεστής διέλευσης να είναι όσο το δυνατόν πλησιέστερα στη

μονάδα, για πέντε συχνότητες μεταξύ 760 nm και 770 nm, για κάθετη πρόσπτωση.

2.9 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, μελετήσαμε την προοπτική χρήσης περιοδικών δομών από σωμα-

τίδια που εμφανίζουν πολυπολικούς συντονισμούς Mie στην ανάπτυξη μεταεπιφανειών που

μπορούν να ελέγχουν το κυματομέτωπο. Συγκεκριμένα, τονίσαμε το σημαντικό ρόλο των

υβριδικών καταστάσεων με κυρίαρχο τον τετραπολικό χαρακτήρα σε περιοδικά πλέγματα α-

ποτελούμενα μόνο από διηλεκτρικά υλικά στην περίπτωση που επιτρέπεται η περίθλαση. Δε-

ίξαμε ότι ένα πλέγμα αποτελούμενο από ασύμμετρα διμερή πυριτίου μπορεί να καθοδηγήσει

φως που προσπίπτει κάθετα στην επιφάνειά του, με τρεις διαφορετικούς τρόπους. Οι υπολο-

γισμοί έγιναν χρησιμοποιώντας τη μέθοδο LMS ταυτόχρονα με την μέθοδο πεπερασμένων

στοιχείων (Comsol). Παρόμοιες δυνατότητες έχουν αναφερθεί ξανά, αλλά χρησιμοποιώντας

άλλες τεχνικές, οι οποίες είναι κατάλληλες για μικροκύματα [38], ενώ η δική μας προσέγγιση

είναι κατάλληλη για εφαρμογές στο ορατό και στο κοντινό υπέρυθρο φάσμα. Η δική μας

μελέτη βασίστηκε σε χρήση διηλεκτρικών σωματιδίων σε πολύ κοντινή απόσταση, στα οπο-

ία υπάρχει μεγάλη αλληλεπίδραση μεταξύ των πολυπολικών συντονισμών Mie, στο πλέγμα.

Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι οι δομές που μελετήθηκαν, ειδικά το πλέγμα ΤΑ, έχουν

παρόμοιες και σε μερικές περιπτώσεις καλύτερες αποδόσεις σε σχέση με άλλες δομές που

έχουν προταθεί [18, 22, 39, 40]. Οι αρχές που χρησιμοποιήθηκαν για την κατασκευή των

γεωμετριών που αναφέρθηκαν, οι οποίες στηρίζονται στην αλληλεπίδραση μεταξύ των ηλε-

κτρικών και μαγνητικών συντονισμών Mie, ισχύουν και στην περίπτωση που οι σκεδαστές
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είναι κύλινδροι, ή ακόμα και για πιο σύνθετα σωματίδια, πάνω σε υπόστρωμα. Τέλος, πα-

ρουσιάστηκε μια αρχική ενσωμάτωση της μεθόδου αντίστροφης σκέδασης στον υπάρχοντα

κώδικα, η οποία έδωσε ενθαρρυντικά αποτελέσματα.
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Κεφάλαιο 3

Σκέδαση από δυναμικά

μεταβαλλόμενη σφαίρα

3.1 Εισαγωγή

Τα τελευταία χρόνια η διάδοση Η/Μ κυμάτων σε χρονικά μεταβαλλόμενο περιβάλλον

έχει κεντρίσει το ενδιαφέρον και αποτελεί κομμάτι από ένα ευρύ φάσμα ερευνητικής δραστη-

ριότητας [1]. Ο Morgenthaler, στη δεκαετία του 50, ασχολήθηκε με μονοχρωματικά κύματα

διαδιδόμενα σε μέσο με μεταβλητή ταχύτητα φάσης [2], ενώ άλλες ομάδες [3, 4, 5, 6, 7]

μελέτησαν πολλές άλλες πτυχές της διάδοσης Η/Μ κυμάτων σε χρονικά μεταβαλλόμενα

μέσα. Ο χρόνος μπορεί να θεωρηθεί σαν ένας επιπλέον βαθμός ελευθερίας που δίνει τη

δυνατότητα σε κάποιον να διαμορφώσει το κυματομέτωπο και να ελέγξει την αλληλεπίδραση

φωτός με την ύλη. Τα τελευταία χρόνια, με την εμφάνιση των χρονικά-περιοδικών ή όπως

αποκαλούνται χρονικών κρυστάλλων Floquet [8, 9, 10, 11, 12, 13], το συγκεκριμένο πεδίο

απέκτησε ξανά μεγάλο ενδιαφέρον.

Για εφαρμογές στο ορατό/κοντινό-υπέρυθρο φάσμα, ο δυναμικός έλεγχος της διηλε-

κτρικής σταθεράς του μέσου μπορεί να γίνει μέσω ελαστικών ή κυμάτων σπιν ή ακόμα και

ηλεκτροοπτικά, με την εφαρμογή εξωτερικής τάσης. Για παράδειγμα, χρονική μεταβολή στις

ιδιότητες οπτικών κοιλοτήτων μπορεί να επιτευχθεί με τη βοήθεια φωνονίων [14, 15, 16] ή

μαγνονίων [17, 18, 19, 20], ή και με συνδυασμούς με άλλα πεδία, όπως μαγνομηχανικές κοι-

λότητες [21], ηλεκτρομηχανικές [22], και ηλεκτρο-οπτομηχανικές [23]. ΄Ενας κοινός δρόμος

73
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για το συνδυασμό οπτικής με τη δυναμική διέγερση άλλων κυματικών πεδίων στηρίζεται

σε καταστάσεις ψιθυρισμού θόλου (whispering gallery mode - WGM), αφού περιορίζουν

ισχυρά το Η/Μ πεδίο σε υψηλής ποιότητας συντονισμούς και, ταυτόχρονα, μπορούν εύκολα

να αναδειχθούν πειραματικά με τη βοήθεια της φασματοσκοπίας σκέδασης Brillouin.

΄Εχουν πραγματοποιηθεί σχετικές μελέτες στιςWGM οπτομηχανικές κοιλότητες [24, 25,

26, 27, 28] και για τις οπτομαγνονικές [29, 30, 31, 32]. ΄Ομως οι οπτικοίWGM συντονιστές

έχουν καταστάσεις με μεγάλη χωρική έκταση (modal volume), που μεταφράζεται σε πιο

ασθενή οπτομηχανική και οπτομαγνονική σύζευξη συγκρίνοντας με σκεδαστές Mie νάνο-

μίκρο μεγέθους. Γι΄ αυτό το λόγο έχουν γίνει προσπάθειές για το σχεδιασμό συντονιστών

μικρότερου μεγέθους που παρουσιάζουν οπτικούς συντονισμούς Mie [33, 34, 35] ([36]).

Επιπλέον, έχουν πραγματοποιηθεί πολλές μελέτες για την αλληλεπίδραση κυμάτων με

δυναμικά μεταβαλλόμενους σκεδαστές, μεταξύ των οποίων μια γενίκευση της πολλαπλής

σκέδασης σε χρονικά μεταβαλλόμενους ελαστικούς σκεδαστές [37] και η θεωρητική μελέτη

χωροχρονικά μεταβαλλόμενου κυκλοφορητή υπερήχων [38]. Πρόσφατα, έγινε και η μελέτη

σκέδασης φωτός από σφαίρα με χρονικά περιοδικά μεταβαλλόμενο δείκτη διάθλασης [39,

40, 41]. Εμείς πραγματοποιήσαμε παρόμοια μελέτη, αλλά για σφαίρα της οποίας η ακτίνα

ταλαντώνεται περιοδικά με το χρόνο. Επιπλέον, μελετήθηκε και η περίπτωση ταλάντωσης

με απόσβεση, θεωρώντας περιοδικούς παλμούς φθινουσών ταλαντώσεων [37].

Η αλληλεπίδραση μεταξύ των οπτικών συντονισμώνMie και της ταλάντωσης της ακτίνας

μιας διηλετρικής σφαίρας μεγέθους τάξης ενός μικρού έχει μελετηθεί [33], χρησιμοποιώντας

την αδιαβατική - ημιστατική προσέγγιση. Αυτή, ισχύει για συχνότητες ταλάντωσης πολύ

μικρότερες από τον ρυθμό απώλειας των φωτονίων (photon decay rate), ενώ μια πλήρως

δυναμική προσέγγιση απαιτείται πέρα από αυτό το όριο. Γι΄ αυτό το λόγο αναπτύξαμε μια δυ-

ναμική μέθοδο (Floquet) για ομογενή σφαίρα με χρονικά μεταβαλλόμενη ακτίνα. Η μέθοδος

αυτή υπολογίζει τους σφαιρικούς συντελεστές ανάπτυξης της ελαστικής και των ανελαστι-

κών δεσμών που γεννιούνται από ένα εισερχόμενο κύμα. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει

μεταφορά ενέργειας μεταξύ του ΗΜ κύματος και της ταλάντωσης, η οποία περιγράφεται

πλήρως από την δυναμική προσέγγιση. Στη συνέχεια, λοιπόν, θα κάνουμε μια αναλυτική

περιγραφή της μεθόδου Floquet για την περίπτωση της σκέδασης ΗΜ κύματος από σφαίρα

με χρονικά περιοδικά μεταβαλλόμενη ακτίνα.
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3.2 Σκέδαση από σφαίρα με περιοδικά μεταβαλλόμενη

ακτίνα

Η σκέδαση Η/Μ κύματος από ομογενή σφαίρα με περιοδικά χρονικά μεταβαλλόμενη

ακτίνα, R(t) = R(t + T ), μπορεί να περιγραφεί με τη μέθοδο του πίνακα σκέδασης Τ.

Υποθέτουμε ότι η σφαίρα έχει σχετική διηλεκτρική σταθερά ϵM και σχετική μαγνητική

διαπερατότητα µM, ενώ περιβάλλεται από ομογενές μέσο με σχετική διηλεκτρική σταθερά

ϵ και μαγνητική διαπερατότητα µ, αντίστοιχα. Σε ένα περιοδικά μεταβαλλόμενο μέσο η

ηλεκτρική συνιστώσα του Η/Μ κύματος μπορεί να γραφεί στη μορφή Floquet

E(r, t) =
∞∑

n=−∞
Re
[
E(n)(r) exp (−iωnt)

]
. (3.1)

Το ίδιο ισχύει και για τη μαγνητική συνιστώσα H(r, t). Η περίοδος T των ταλαντώσεων

καθορίζει τις συχνότητες που θα έχουν οι δέσμες που θα προκύψουν από τη σκέδαση και

συγκεκριμένα ωn = ω−nΩ είναι η Floquet ψευδοσυχνότητα, ω η συχνότητα του προσπίπτο-

ντος φωτός, Ω = 2π/T , και n = 0,±1,±2.... Η ηλεκτρική και η μαγνητική συνιστώσα του

εισερχόμενου Η/Μ πεδίου (E0,H0) αναπτύσσονται σε βάση σφαιρικών κυμάτων

E
(n)
0 (r) =

∞∑
ℓ=1

ℓ∑
m=−ℓ

[ i
kn
a
0(n)
Eℓm∇× jℓ(knr)Xlm(r̂) + a

0(n)
Hℓmjℓ(knr)Xℓm(r̂)

]
(3.2)

H
(n)
0 (r) =

√
ϵϵ0
µµ0

∞∑
ℓ=1

ℓ∑
m=−ℓ

[
a
0(n)
Eℓmjℓ(knr)Xlm(r̂)− i

kn
a
0(n)
Hℓm∇× jℓ(knr)Xℓm(r̂)

]
, (3.3)

όπου kn = ωn
√
ϵµ/c είναι ο αντίστοιχος κυματαριθμός. Το σκεδαζόμενο πεδίο (Esc,Hsc),

μπορεί να γραφεί με παρόμοιο τρόπο με την εξ. (3.1), ενώ η σφαιρική του ανάπτυξη είναι

ανάλογη των εξ. (3.2), (3.3) με συντελεστές ανάπτυξης a
+(n)
Pℓm , P = E,H, αντί για a

0(n)
Pℓm, και

σφαιρικές συναρτήσεις Hankel, h+ℓ , οι οποίες είναι κατάλληλες για εξερχόμενα κύματα, αντί

για τις σφαιρικές Bessel, jℓ. Τέλος, το πεδίο μέσα στο σωματίδιο (EM,HM) εκφράζεται,

όμοια, στη μορφή των εξ. (3.1), (3.2), (3.3), με συντελεστές ανάπτυξης a
M(n)
Pℓm και κυματα-

ριθμό qn = ωn
√
ϵMµM/c αντί για kn σαν όρισμα των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel.



76 3.2. Σκέδαση από σφαίρα με περιοδικά μεταβαλλόμενη ακτίνα

Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι μελετάμε την περίπτωση όπου η στιγμιαία ταχύτητα της

επιφάνειας της σφαίρας είναι αμελητέα σε σχέση με την ταχύτητα διάδοσης του φωτός στο

κενό και για αυτό το λόγο μπορούμε, παρόμοια με τις (1.36)-(1.39), να γράψουμε για τη

συνέχεια της εφαπτομενικής συνιστώσας του (μιγαδικού) Η/Μ πεδίου στην ταλαντούμενη

επιφάνεια της σφαίρας, για κάθε χρόνο t

X∗
ℓm(r̂) · (E0 +Esc −EM) = 0 (3.4)

[r̂×X∗
ℓm(r̂)] · (E0 +Esc −EM) = 0 (3.5)

X∗
ℓm(r̂) · (H0 +Hsc −HM) = 0 (3.6)

[r̂×X∗
ℓm(r̂)] · (H0 +Hsc −HM) = 0 . (3.7)

Μπορούμε να εκμεταλλευτούμε τις ακόλουθες ιδιότητες των διανυσματικών σφαιρικών αρ-

μονικών

∫
X∗

ℓm(r̂) ·Xℓ′m′(r̂)dr̂ = δℓℓ′δmm′ (3.8)

∫ [
r̂×X∗

ℓm(r̂)
]
·Xℓ′m′(r̂)dr̂ = 0 (3.9)

∫
{X∗

ℓm(r̂) ·
[
∇× fℓ′(kr)Xℓ′m′(r̂)

]
dr̂ = 0 (3.10)

∫ [
r̂×X∗

ℓm(r̂)
]
·
[
∇× fℓ′(kr)Xℓ′m′(r̂)

]
dr̂ =

1

r

∂

∂r

[
rfℓ′(kr)

]
δℓℓ′δmm′ , (3.11)

όπου fℓ μπορεί να είναι οποιοσδήποτε γραμμικός συνδυασμός των σφαιρικών συναρτήσεων

Bessel και Hankel. Ολοκληρώνοντας την εξ.(3.4) στη στερεά γωνία dr̂, με τη βοήθεια των

παραπάνω ιδιοτήτων, προκύπτει
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∞∑
n=−∞

[
a
0(n)
Hℓmjℓ(knR(t)) + a

+(n)
Hℓmh

+
ℓ (knR(t))− a

M(n)
Hℓm jℓ(qnR(t))

]
exp (−iωnt) = 0 . (3.12)

Παρόμοιες εξισώσεις προκύπτουν και από τις υπόλοιπες συνοριακές συνθήκες. Στη

συνέχεια, γίνεται η ανάπτυξη των σφαιρικών Bessel και Hankel, οι οποίες περιέχουν χρονικά

εξαρτώμενο όρισμα, σε σειρά Fourier

jℓ(knR(t)) =
∞∑

p=−∞
A(ℓ)

p,n exp (ipΩt) (3.13)

h+ℓ (knR(t)) =

∞∑
p=−∞

B(ℓ)
p,n exp (ipΩt) (3.14)

jℓ(qnR(t)) =
∞∑

p=−∞
C(ℓ)
p,n exp (ipΩt) (3.15)

και

∂

∂r
[rjℓ(qnr)]r=R(t) =

∞∑
p=−∞

D(ℓ)
p,n exp (ipΩt) (3.16)

∂

∂r
[rh+ℓ (knr)]r=R(t) =

∞∑
p=−∞

E(ℓ)
p,n exp (ipΩt) (3.17)

∂

∂r
[rjℓ(knr)]r=R(t) =

∞∑
p=−∞

F (ℓ)
p,n exp (ipΩt) (3.18)

και θέτοντας n′ = n+ p, προκύπτουν οι ακόλουθες τέσσερις γραμμικές εξισώσεις, για κάθε

n′, l,m

∞∑
n=−∞

(
−B

(ℓ)
n′−n,na

+(n)
Hℓm + C

(ℓ)
n′−n,na

M(n)
Hℓm

)
=

∞∑
n=−∞

A
(ℓ)
n′−n,na

0(n)
Hℓm (3.19)

∞∑
n=−∞

(
− E

(ℓ)
n′−n,na

+(n)
Hℓm +

µ

µM
D

(ℓ)
n′−n,na

M(n)
Hℓm

)
=

∞∑
n=−∞

F
(ℓ)
n′−n,na

0(n)
Hℓm (3.20)
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∞∑
n=−∞

(
−B

(ℓ)
n′−n,na

+(n)
Eℓm +

√
ϵMµ

ϵµM
C

(ℓ)
n′−n,na

M(n)
Eℓm

)
=

∞∑
n=−∞

A
(ℓ)
n′−n,na

0(n)
Eℓm (3.21)

∞∑
n=−∞

(
− E

(ℓ)
n′−n,na

+(n)
Eℓm +

√
ϵµ

ϵMµM
D

(ℓ)
n′−n,na

M(n)
Eℓm

)
=

∞∑
n=−∞

F
(ℓ)
n′−n,na

0(n)
Eℓm. (3.22)

Αξίζει να σημειωθεί ότι, αφού η σφαιρική συμμετρία του ταλαντούμενου σωματιδίου

διατηρείται, οι συντονισμοί που αντιστοιχούν σε διαφορετικές πολώσεις (E,H) και σε στρο-

φορμές (ℓ) είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους, ενώ το m δεν παίζει ουσιαστικό ρόλο. Επίσης

πρέπει να αναφερθεί ότι ο υπολογισμός των συντελεστών Fourier έγινε στη Fortran με τη

χρήση κατάλληλης ρουτίνας. Ορίζοντας τους πίνακες block M(ℓ)
με στοιχεία M

(ℓ)
n′−n,n, για

M ≡ A,B,C,D,E, F , με διαστάσεις (2N + 1) × (2N + 1), το σύστημα των εξισώσεων

μπορεί να πάρει τη μορφή πινάκων

−B(ℓ) C(ℓ)

−E(ℓ) µ
µM

D(ℓ)

a+Hℓm

aMHℓm

 =

A(ℓ)a0Hℓm

F(ℓ)a0Hℓm

 (3.23)

−B(ℓ)
√

ϵMµ
ϵµM

C(ℓ)

−E(ℓ)
√

ϵµ
ϵMµM

D(ℓ)

a+Eℓm

aMEℓm

 =

A(ℓ)a0Eℓm

F(ℓ)a0Eℓm

 , (3.24)

όπου a0,+,M
Pℓm ≡ [a

0,+,M(−N)
Pℓm , a

0,+,M(−N+1)
Pℓm . . . , a

0,+,M(N)
Pℓm ]T είναι διανύσματα στήλη διάστασης

2N + 1.

Λύνοντας για τους συντελεστές του σκεδαζόμενου πεδίου προκύπτει

a+Hℓm =

[
µ

µM
B(ℓ) −C(ℓ)

(
D(ℓ)

)−1
E(ℓ)

]−1[
C(ℓ)

(
D(ℓ)

)−1
F(ℓ) − µ

µM
A(ℓ)

]
a0Hℓm (3.25)

a+Eℓm =

[
B(ℓ) − ϵM

ϵ
C(ℓ)

(
D(ℓ)

)−1
E(ℓ)

]−1[ϵM
ϵ
C(ℓ)

(
D(ℓ)

)−1
F(ℓ) −A(ℓ)

]
a0Eℓm. (3.26)

Αν θυμηθούμε τον ορισμό του πίνακα σκέδασης, οι παραπάνω σχέσεις ουσιαστικά δίνουν

τα στοιχεία του πίνακα σκέδασης για κάθε συχνότητα αφού συνδέουν τους σφαιρικούς συ-

ντελεστές ανάπτυξης των σκεδαζόμενων κυμάτων ανά συχνότητα σε σχέση με εκείνους του
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προσπίπτοντος. Πρέπει να τονίσουμε ότι η σφαιρική συμμετρία διατηρείται όπως ακριβώς

στη στατική περίπτωση. Δηλαδή ο δυναμικός πίνακας σκέδασης T, είναι ένας υπερπίνακας,

ο οποίος συνδέει τους συντελεστές ανάπτυξης μεταξύ των διαφορετικών συχνοτήτων ωn,

με τον κάθε υποπίνακα (n, n′) να παραμένει διαγώνιος και ανεξάρτητος του m, δηλαδή

a
+(n)
Pℓm =

∑
n′

Tnn′
Pℓ a

0(n′)
Pℓm . (3.27)

3.3 Ενεργός Διατομή σκέδασης

Για τον υπολογισμό της (αδιάστατης) ενεργού διατομής σκέδασης, υπολογίζουμε τη μέση

τιμή σε μια περίοδο της ταλάντωσης της ακτίνας και δίνεται από [39]

σsc =
N∑

n=−N

2

(knR0)2

∑
Pℓ

(2ℓ+ 1)|Tn0
Pℓ |2 , (3.28)

όπου kn = ωn
√
ϵµ/c. Είναι πολύ σημαντικό να τονιστεί ότι στην πλήρως δυναμική μελέτη,

η ενέργεια του Η/Μ πεδίου δεν διατηρείται, ακόμα και όταν τα υλικά δεν παρουσιάζουν

απώλειες. ΄Ετσι, μπορεί να εμφανιστεί απορρόφηση ή, ακόμα, και ενίσχυση του φωτός λόγω

της ανταλλαγής ενέργειας μεταξύ του Η/Μ πεδίου και της ταλάντωσης της ακτίνας της

σφαίρας. Η αντίστοιχη ενεργός διατομή απορρόφησης έχει την μορφή [39]

σabs = −
N∑

n=−N

2

(knR0)2

∑
Pℓ

(2ℓ+ 1){|Tn0
Pℓ |2 +Re[Tn0

Pℓ ]δn0}. (3.29)

Η παραπάνω μελέτη μπορεί να εφαρμοστεί, όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, για

οποιαδήποτε περιοδική χρονικά μεταβολή της ακτίνας της σφαίρας. Μπορεί, λοιπόν να εφαρ-

μοστεί και στην περίπτωση που οι ταλαντώσεις των σφαιρών παρουσιάζουν απόσβεση ή είναι

παλμοί, αρκεί να θεωρηθούν ότι είναι επαναλαμβανόμενες διαδοχικές φθίνουσες ή παλμοί.

Βέβαια, σε αυτήν την περίπτωση είναι απαραίτητο ο αριθμός των δεσμών που θα κρατήσουμε

N να είναι αρκετά μεγαλύτερος, για λόγους που θα εξηγηθούν παρακάτω.
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3.4 Αδιαβατική Προσέγγιση

Θα μελετήσουμε ταλαντώσεις της σφαίρας που είναι πολύ αργές σε σχέση με την συ-

χνότητα του Η/Μ κύματος. Γι΄ αυτό το λόγο αξίζει να συγκρίνουμε τη δυναμική μέθοδο με

την ημιστατική-αδιαβατική. Αυτή, περιγράφει τη δυναμική διαδικασία σαν μια σειρά στιγμιο-

τύπων της εξέλιξης της ταλάντωσης και θεωρεί χρονικά εξαρτώμενους συντελεστές a+Pℓm(t)

για το σκεδαζόμενο πεδίο, οι οποίοι προκύπτουν από ένα χρονικά εξαρτώμενο πίνακα σκέδα-

σης T, υποθέτοντας ότι είναι σταθεροί κατά τη διάρκεια μιας περιόδου του Η/Μ κύματος.

Η κανονικοποιημένη ημιστατική ενεργός διατομή σκέδασης υπολογίζεται μέσω της σχέσης

σsc;QS(t) =
1

(k0R0)2|E0|2
∑
Pℓm

|a+Pℓm(t)|2. (3.30)

Αφού το σκεδαζόμενο πεδίο είναι περιοδικό σε σχέση με γωνιακή συχνότητα Ω, η ενεργός

διατομή σκέδασης μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Fourier όπως περιγράφεται στο [42].

σsc;QS(t) =
∑

n=0,±1,...

σ
(n)
sc;QSe

inΩt. (3.31)

Πρέπει να σημειωθεί ότι η αδιαβατική προσέγγιση είναι έγκυρη στο όριο Ω/ω → 0, όπως

έχει αποδειχτεί στο [39] και θα συζητηθεί και σε επόμενο υποκεφάλαιο.

3.5 Σκέδαση από σφαίρα πυριτίου με χρονικά μεταβαλ-

λόμενη ακτίνα

3.5.1 Σύγκριση με αδιαβατική προσέγγιση

Μελετήσαμε την οπτική απόκριση μιας ομογενούς σφαίρας με ακτίνα R0, με σχετική

διηλεκτρική σταθερά ϵM = 12, και σχετική μαγνητική διαπερατότητα µM = 1, που α-

ντιστοιχούν σε πυρίτιο, της οποίας η ακτίνα εκτελεί ημιτονοειδή ταλάντωση με γωνιακή

συχνότητα Ω. Το σωματίδιο βρίσκεται σε αέρα και σε αυτό προσπίπτει επίπεδο Η/Μ κύμα

συχνότητας ω. Θα εστιάσουμε στης πρώτης τάξης ΤΕ συντονισμό Mie της σφαίρας με

στροφορμή ℓ = 12 (TEℓ=12) στη συχνότητα ωr = 4.6422c/R0. Ο συντονισμός αυτός έχει

πολύ υψηλό παράγοντα ποιότητας Q = ωr/2γ ≈ 6.8 × 108, όπου γ είναι το ημιεύρος στο
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μισό του ύψους της κορυφής του συντονισμού (HWHM: Half width at half max), ενώ το

αντίστοιχο προφίλ του ηλεκτρικού πεδίου στο συντονισμό φαίνεται στο Σχ. 3.1(α).

Η ενεργός διατομή σκέδασης κοντά στον παραπάνω συντονισμό για μια σφαίρα που δεν

παρουσιάζει ταλάντωση στην ακτίνα (στατική περίπτωση) φαίνεται στο σχήμα 3.1(b) με

συνεχή μαύρη γραμμή. ΄Οταν η ακτίνα της σφαίρας ταλαντώνεται, αναμένουμε να εμφανι-

στούν ανελαστικές δέσμες σε συχνότητες ωn, οι οποίες διαφέρουν από τη συχνότητα του

προσπίπτοντος Η/Μ πεδίου κατά ακέραια πολλαπλάσια της συχνότητας ταλάντωσης Ω, κάτι

το οποίο φαίνεται γραφικά στο Σχ. 3.1(a).

Στην ημιστατική προσέγγιση, μελετώνται διαδοχικά στιγμιότυπα της ταλάντωσης και το

οπτικό φάσμα παρουσιάζει μετατόπιση που ακολουθεί τη μεταβολή της ακτίνας [33]. Στη

περίπτωση του υπό μελέτη σκεδαστή, λόγω των ιδιοτήτων κλίμακας των εξισώσεων του

Maxwell, αλλαγές στην ακτίνα της μορφής R(t) = R0[1 + η cos (Ωt)] οδηγούν σε χρονικές

μεταβολές της οπτικής συχνότητας συντονισμού σύμφωνα με τη σχέση

ωr(t) = ωr
1

1 + η cos (Ωt)
≈ ωr[1− η cos (Ωt)], για η ≪ 1 , (3.32)

όπου η = Rmax
R0

−1 είναι το σχετικό πλάτος της ταλάντωσης της ακτίνας. Στο σχήμα 3.1(b)

βλέπουμε τη μέγιστη μετατόπιση του οπτικού φάσματος της ενεργού διατομή σκέδασης για

η = 10−10
και η = 10−9

. Στη δεύτερη περίπτωση φαίνεται ότι η μετακίνηση του φάσματος

ξεπερνά το HWHM, γ, και γι΄ αυτό το λόγο περιμένουμε η ενεργός διατομή σκέδασης να

έχει πιο έντονες αλλαγές σε μια περίοδο ταλάντωσης της ακτίνας.

Στη συνέχεια μελετήσαμε τη δυναμική σφαίρα, της οποίας η ακτίνα ταλαντώνεται με

ημιτονοειδή τρόπο, για διαφορετικές συχνότητες και πλάτη ταλάντωσης. Στο σχήμα 3.2

φαίνονται συγκριτικά οι συντελεστές Fourier της ενεργού διατομής σκέδασης, υπολογισμένοι

με την ημιστατική και με τη δυναμική προσέγγιση. Η συχνότητα του εισερχόμενου Η/Μ

κύματος διατηρείται σταθερή ακριβώς στην κορυφή του οπτικού συντονισμού (ω = ωr).

Στο επάνω μέρος του σχήματος 3.2 φαίνονται τα αποτελέσματα για το μικρότερο πλάτος

ταλάντωσης, η = 10−10
, και για συχνότητες ταλάντωσης Ω = γ/6 [Σχ. 3.2(a)], Ω = γ

[Σχ. 3.2(b)], και Ω = 6γ [Σχ. 3.2(c)]. Σε αυτή την περίπτωση φαίνεται ότι η αδιαβατική

προσέγγιση υπερεκτιμά τη συνεισφορά των μεγαλύτερης τάξης ανελαστικών δεσμών και,

μάλιστα, η απόκλιση αυξάνεται όσο μεγαλώνει η συχνότητα ταλάντωσης. Για μικρότερες



(a)

(b)

Σχήμα 3.1: (a) Γραφική αναπαράσταση του υπό μελέτη συστήματος. Μια σφαίρα πυ-

ριτίου έχει ακτίνα, η οποία ταλαντώνεται περιοδικά με το χρόνο, με εξίσωση R(t) =

R0[1+ η cos (Ωt)]. ΄Οταν γραμμικά πολωμένο μονοχρωματικό φως με γωνιακή συχνότητα ω

προσπίπτει στο σωματίδιο, τότε το σκεδαζόμενο κύμα αποτελείται από δέσμες με συχνότη-

τες ω, ω ± Ω, ω ± 2Ω, . . . . (b) Η ενεργός διατομή σκέδασης για στατική σφαίρα ακτίνας

R0, κοντά στο συντονισμό Mie πρώτης τάξης TEℓ=12 (μαύρη συνεχής γραμμή), ο οπο-

ίος έχει συχνότητα ωr. Επιπλέον, φαίνεται και η ενεργός διατομή σκέδασης για ακτίνες,

R = R0(1 − η) με η = 10−10
(διακεκομμένη γραμμή) και η = 10−9

(εστιγμένη γραμμή).

Στο (a) απεικονίζεται και το προφίλ της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου, στη συχνότητα

συντονισμού, στο επίπεδο που περνά από το κέντρο της σφαίρας και είναι κάθετο στην διε-

ύθυνση πόλωσης του εισερχόμενου φωτός.
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τιμές της Ω η διαφορά μεταξύ των δύο μεθόδων, είναι πολύ μικρότερη [39].

Για μεγαλύτερο πλάτος ταλάντωσης, η = 10−9
, η αλληλεπίδραση μεταξύ του Η/Μ κύμα-

τος και της ταλάντωσης της σφαίρας είναι ισχυρότερη, το οποίο υποδηλώνεται από τον πιο

αργό ρυθμό μείωσης της τιμής της ενεργούς διατομής σκέδασης των ανελαστικών δεσμών,

όπως φαίνεται στο Σχ. 3.2(d) έως (f). ΄Οπως φαίνεται, όταν το προσπίπτον φως έχει συ-

χνότητα ακριβώς επάνω στο συντονισμό υπάρχει συμμετρία μεταξύ των δεσμών μεγαλύτερης

και μικρότερης ενέργειας (Stokes και anti-Stokes). Αυτό συμβαίνει λόγο της συμμετρίας

του υπό μελέτη συντονισμού. Επιπλέον, όπως και αναμενόταν, η ημιστατική αδιαβατική προ-

σέγγιση έχει ισχύ για μικρές συχνότητες ταλάντωσης της ακτίνας, ενώ για μεγαλύτερες

υπερεκτιμά της συνεισφορά τον ανελαστικών δεσμών.
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Σχήμα 3.2: Οι συντελεστές Fourier για τη ενεργό διατομή σκέδασης από μια σφαίρα πυ-

ριτίου που έχει χρονικά μεταβαλλόμενη ακτίνα με εξίσωση R(t) = R0[1 + η cos (Ωt)], όταν

προσπίπτει σε αυτή φως με γωνιακή συχνότητα ω = ωr (Σχ. 3.1). Τα αποτελέσματα από

την αδιαβατική και την πλήρως δυναμική μελέτη απεικονίζονται με γκρι και μαύρα σύμβολα

αντίστοιχα για: (a) Ω = γ/6, η = 10−10, (b) Ω = γ, η = 10−10, (c) Ω = 6γ, η = 10−10,

(d) Ω = γ/6, η = 10−9, (e) Ω = γ, η = 10−9, και (f) Ω = 6γ, η = 10−9
.
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Σχήμα 3.3: Οι συντελεστές Fourier για τη ενεργό διατομή σκέδασης από μια σφαίρα πυ-

ριτίου που έχει χρονικά μεταβαλλόμενη ακτίνα με εξίσωση R(t) = R0[1 + η cos (Ωt)]. (a)

Αποτελέσματα για συχνότητα εισερχόμενου φωτός ω = ωr + γ και συχνότητα ταλάντωσης

της ακτίνας Ω = γ. (b) Αποτελέσματα για ω = ωr + 6γ και Ω = 6γ.

Στη συνέχεια, μελετήθηκε η περίπτωση που το εισερχόμενο Η/Μ κύμα έχει συχνότη-

τα, ωr, κοντά σε αυτή του οπτικού συντονισμού, αλλά όχι ίση με αυτή. Μελετήθηκαν δύο

περιπτώσεις, ώστε να εμφανίζονται τα φαινόμενα συντονισμού. Πρώτον, για συχνότητα τα-

λάντωσης Ω = γ και εισερχόμενου φωτός ω = ωr + γ και, δεύτερον, για Ω = 6γ και

ω = ωr+6γ. Στα σχ. 3.3(a) και (b) φαίνονται οι συντελεστές Fourier που προκύπτουν από

τον υπολογισμό της ενεργού διατομής σκέδασης με τη δυναμική μέθοδο Floquet, για δύο

διαφορετικά πλάτη ταλάντωσης, η = 10−10
και η = 10−9

.

Σε τυπικά πειράματα BLS [43, 44, 45], η περιοχή Ω < γ, που φαίνεται στο Σχ. 3.3(a),

ονομάζεται μη διαχωρισμένης πλευρικής ζώνης [46, 47, 48], ενώ η περιοχή όπου Ω > γ, η

οποία φαίνεται στο Σχ. 3.3(b), ονομάζεται διαχωρισμένης πλευρικής ζώνης [49, 50, 51]. Η

συνεισφορά των ανελαστικών δεσμών παρουσιάζει παρόμοια συμπεριφορά με εκείνη που ε-

ίδαμε στην περίπτωση που η οπτική συχνότητα ήταν ακριβώς επάνω στο συντονισμό, η οποία

συζητήθηκε παραπάνω. Σε αυτή την περίπτωση, όμως, εμφανίζεται ασυμμετρία μεταξύ των

δεσμών Stokes και anti-Stokes όπως φαίνεται στα Σχ. 3.3(a) και (b). Στην περίπτωση της

διαχωρισμένης πλευρικής ζώνης η ασυμμετρία είναι πιο έντονη, κάτι που σχετίζεται με την
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ασυμμετρία της μετατόπισης του φάσματος του SCS προς τα αριστερά και δεξιά κατά την

ταλάντωση. Για συχνότητα πρόσπτωσης ω = ωr−Ω, ο λόγος μεταξύ των δεσμών n = 1 και

n = −1 αντιστρέφεται, που είναι συνέπεια της συμμετρίας του οπτικού συντονισμού κοντά

στη ωr. Στην παραπάνω περίπτωση συγκρίνοντας πάλι την αδιαβατική προσέγγιση με την

δυναμική, καταλήγουμε στα ίδια συμπεράσματα με αυτά της περίπτωσης που το εισερχόμε-

νο φως είχε οπτική συχνότητα ακριβώς στο συντονισμό και, επιπλέον, φαίνεται ότι στην

ημιστατική προσέγγιση οι δέσμες είναι συμμετρικές.

3.5.2 Ισχυρή και ασθενής Αλληλεπίδραση

Στη συνέχεια κρατάμε σταθερή τη συχνότητα ταλάντωσης της ακτίνας της σφαίρας και

μεταβάλλουμε τη συχνότητα του προσπίπτοντος Η/Μ κύματος. Στα Σχ. 3.4(a), (b), και (c)

φαίνεται η μεταβολή του SCS της ελαστικής (n = 0) και των ανελαστικών (n = ±1) δεσμών,

όταν η γωνιακή συχνότητα της ημιτονοειδούς ταλάντωσης της ακτίνας των σφαιρών είναι

Ω = 6γ. Η κάθε μία από τις τρεις καμπύλες, σε κάθε διάγραμμα, αντιστοιχεί σε διαφορετικές

τιμές του πλάτους της μηχανικής ταλάντωσης και, συγκεκριμένα, για η = 5 × 10−10
, η =

10−9
και η = 2×10−9

. ΄Οταν Ω = 6γ βρισκόμαστε στην περιοχή ασθενούς αλληλεπίδρασης

- περιοχή διαχωρισμένης ζώνης. ΄Οσο αυξάνεται το πλάτος της ταλάντωσης, ενισχύεται η

συνεισφορά της σκέδασης των ανελαστικών δεσμών πρώτης τάξης (n = ±1), και έχουμε

την εμφάνιση μιας διπλής κορυφής με μέγιστα στα ωr και ωr∓Ω, λόγω της υψηλής αρχικής ή

τελικής οπτικής πυκνότητάς καταστάσεων στην αντίστοιχη φωτονική μετάβαση. Επιπλέον,

η ταλάντωση της ακτίνας, εκτός από τη δημιουργία των ανελαστικών δεσμών, οδηγεί στην

εμφάνιση απορρόφησης ή ενίσχυσης της ενέργειας του Η/Μ πεδίου, κάτι που φαίνεται στην

ενεργό διατομή απορρόφησης Εξ. (3.29) ή οποία απεικονίζεται στο Σχ. 3.4(d).

΄Οπως έχει συζητηθεί προηγουμένως [39], σε αντίθεση με την αδιαβατική προσέγγιση, η

δυναμική περιγραφή λαμβάνει υπόψη την ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ των οπτικών και των

μηχανικών (ταλάντωση ακτίνας) συντονισμών. Λόγω της συμμετρίας του οπτικού συντονι-

σμού, η καμπύλη της απορρόφησης είναι αντισυμμετρική σε σχέση με το ωr. Τέλος, αξίζει

να αναφερθεί ότι η μεταφορά ενέργειας αυξάνεται όσο το πλάτος ταλάντωσης μεγαλώνει.

΄Οταν η συχνότητα ταλάντωσης είναι της τάξης του HWHM του οπτικού συντονισμο-

ύ, γ, το σύστημα παρουσιάζει κάποια πολύ ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά. Αυτά φαίνονται

στο Σχ. 3.6, όπου φαίνονται τα αποτελέσματα για την ελαστική και τις ανελαστικές δέσμες



Σχήμα 3.4: Από επάνω προς τα κάτω: Οι συντελεστές Fourier της ενεργού διατομής

σκέδασης σ
(n)
sc για n = 0,±1, και απορρόφησης, σabs, μιας σφαίρας πυριτίου με ακτίνα

R(t) = R0[1+ η cos (Ωt)], ταλαντούμενη με συχνότητα Ω = 6γ, σε συνάρτηση με τη διαφο-

ρά συχνότητας ω − ωr, του εισερχόμενου φωτός σε σχέση με εκείνη του συντονισμού Mie

TEℓ=12, για τρία διαφορετικά πλάτη ταλάντωσης της ακτίνας: η = 5×10−10
(μπλε γραμμή),

η = 10−9
(πράσινη γραμμή) και η = 2× 10−9

(κόκκινη γραμμή).
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της ενεργού διατομής σκέδασης για Ω = γ. Για μικρές τιμές του πλάτους ταλάντωσης

(η = 5 × 10−10
, μπλε), φαίνεται ότι υπάρχει μία κορυφή σε συχνότητα ω = ωr για την

ελαστική δέσμη, ενώ για τις ανελαστικές n = 1 (n = −1) εμφανίζεται μέγιστο σε συ-

χνότητες λίγο μικρότερες από την −Ω (Ω). Αυτή είναι μια λίγο διαφορετική συμπεριφορά

σε σχέση με εκείνη που περιγράφηκε στην περιοχή ασθενούς αλληλεπίδρασης. Αυξάνοντας

το πλάτος ταλάντωσης (η = 10−9
, πράσινο), η ελαστική δέσμη μειώνεται, που συνοδεύεται

από ταυτόχρονη αύξηση της ενεργούς διατομής σκέδασης των ανελαστικών δεσμών. Για

ακόμα μεγαλύτερα πλάτη ταλάντωσης (η = 2 × 10−9
, κόκκινο), παρατηρείται διαχωρισμός

των κορυφών τόσο της ελαστικής, όσο και των ανελαστικών δεσμών. Αυτός ο διαχωρισμός

είναι ένα χαρακτηριστικό που συμβαίνει όταν υπάρχει ισχυρή αλληλεπίδραση σε συστήματα

με συζευγμένους ταλαντωτές [52, 53] και, επίσης, έχει παρατηρηθεί και σε οπτομηχανικά

συστήματα, αλλά και σε περιπτώσεις σύζευξης Η/Μ ακτινοβολίας με άτομα και μόρια (Ra-

bi splitting). Στη δική μας περίπτωση, ο διαχωρισμός συμβαίνει λόγω της παραμετρικής

σύζευξης της μηχανικής ταλάντωσης με τον οπτικό συντονισμό, που έχουν πολύ διαφορετι-

κές συχνότητες.

Το φαινόμενο του διαχωρισμού που αναφέρθηκε παραπάνω μπορεί να εξηγηθεί αν παρο-

μοιαστεί με ένα μηχανικό ανάλογο, και συγκεκριμένα, με έναν εξαναγκασμένο ταλαντωτή

με μετατόπιση x και με περιοδικά μεταβαλλόμενη ιδιοσυχνότητα ωr(t), που δίνεται από την

εξίσωση (3.32). Για η ≪ 1, έχουμε ωr
2(t) ≈ ω2

r [1 − 2η cos (Ωt)] και, σε απουσία εξωτε-

ρικής διέγερσης, μπορούμε να βρούμε τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης λύνοντας τη

διαφορική εξίσωση

d2x(t)

dt2
+ ω2

r [1− 2η cos (Ωt)]x(t) = 0 . (3.33)

Η εξίσωση (3.33) που αποκαλείται εξίσωση Mathieu [54], εμφανίστηκε περισσότερο από

εκατό χρόνια πριν για την περιγραφή διάφορων εξαναγκασμένων μηχανικών ταλαντώσεων.

Στη δικιά μας περίπτωση και συγκεκριμένα στο ημιστατικό αδιαβατικό όριο (Ω/ω → 0),

μπορούμε να βρούμε αναλυτικές λύσεις για την Εξ. (3.33) (βλέπε Παράρτημα Εʹ).

Οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης με τη μεγαλύτερη συνεισφορά στην ελαστική δέσμη

(n = 0) είναι εκείνοι με το μεγαλύτερη απόσταση από το ωr. Αν με ω+ και ω− συμβολίσου-

με τις αντίστοιχες ιδιοσυχνότητες, παίρνουμε διαχωρισμό των κανονικών τρόπων ο οποίος
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Σχήμα 3.5: (a) Ο συντελεστής Fourier που αντιστοιχεί στην ελαστική δέσμη (n = 0) της

ενεργού διατομής σκέδασης μιας σφαίρας πυριτίου που αποτελείται από ταλαντούμενη ακτίνα,

R(t) = R0[1+η cos (Ωt)], υπολογισμένη με την αδιαβατική-ημιστατική προσέγγιση σε σχέση

με το πλάτος ταλάντωσης της ακτίνας και σε σχέση με τη διαφορά της συχνότητας, ω−ωr,

του εισερχόμενου φωτός από τον πρώτης τάξης συντονισμό Mie TEℓ=12. (b) Το ίδιο με

το (a) για Ω = γ, υπολογισμένα με τη δυναμική μέθοδο. (c) Η εξάρτηση της παραμετρικής

σταθεράς σύζευξης, g, σε σχέση με το πλάτος ταλάντωσης, για διαφορετικές συχνότητες

ταλάντωσης Ω, η οποία υπολογίστηκε από την αφαίρεση των συχνοτήτων των δύο κορυφών

της ενεργού διατομής σκέδασης της ελαστικής δέσμης. Οι κλειστοί κύκλοι, τα σύμβολα ×

και οι ανοικτοί κύκλοι αντιστοιχούν σε υπολογισμούς που έγιναν με την πλήρως δυναμική

μελέτη για συχνότητες ταλάντωσης Ω = γ/4, Ω = γ/2, και Ω = γ [από το (b)], αντίστοιχα.

Η διακεκομμένη γραμμή αντιστοιχεί στην Εξ. (3.34), ενώ η πορτοκαλί γραμμή λήφθηκε από

το αδιαβατικό φάσμα του (a).
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μεταβάλλεται γραμμικά με το η, ακολουθώντας την Εξ. (Εʹ.5)

ω+ − ω− ≡ 2g ≃ 2ηωr, (3.34)

όπου g ορίζεται η παραμετρική σταθερά σύζευξης.

Πραγματοποιήσαμε υπολογισμούς στο πλαίσιο της αδιαβατικής ημιστατικής προσέγγισης.

όπως περιγράφτηκε στην ενότητα 3.4. Στο Σχ. 3.5(α) φαίνεται το φάσμα της ενεργούς

διατομής σκέδασης της ελαστικής δέσμης σ
(0)
sc για διαφορετικά πλάτη ταλάντωσης, η, όπως

υπολογίστηκαν με την αδιαβατική προσέγγιση και έχει σημειωθεί ο διαχωρισμός 2g, ο οποίος

αυξάνεται όσο μεγαλώνει το η. Με αυτόν τον τρόπο, υπολογίστηκαν οι τιμές του g για κάθε

πλάτος ταλάντωσης και, έτσι, απεικονίζονται στο σχ. 3.5(c) με πορτοκαλί γραμμές, ενώ

η αναλυτική έκφραση (3.34) αντιστοιχεί στη διακεκομμένη γκρι γραμμή. Οι δύο γραμμές

έχουν καλή συμφωνία, κάτι που αποδεικνύει ότι το μηχανικό ανάλογο μπορεί να δώσει μια

ικανοποιητική περιγραφή της συμπεριφοράς του υπό μελέτη συστήματος. Για σύγκριση, στο

σχήμα υπάρχουν και τα αντίστοιχα αποτελέσματα από τη δυναμική προσέγγιση για πολύ

μικρές τιμές του Ω, και συγκεκριμένα για Ω = γ/4 και Ω = γ/2. ΄Οπως φαίνεται υπάρχει

συμφωνία και σε αυτούς τους υπολογισμούς.

Στη συνέχεια μελετάμε την περίπτωση που το Ω είναι μεγαλύτερο και, πλέον, δεν είμαστε

στο όριο της αδιαβατικής προσέγγισης. Συγκεκριμένα, χρησιμοποιήσαμε Ω = γ, το οποίο

είναι και εκείνο που χρησιμοποιήσαμε για το Σχ. 3.3. Στο σχήμα 3.6(a), φαίνεται το

σ
(0)
sc για διαφορετικές τιμές του η. Το Σχ. 3.6(b) είναι μια πιο λεπτομερής εκδοχή του

Σχ. 3.3(a). Για πολύ μικρές τιμές του η η κορυφή είναι μονή, η οποία διαχωρίζεται για

η = 1.2 × 10−9
με η = 1.4 × 10−9

. Ο διαχωρισμός, 2g, απεικονίζεται στο Σχ. 3.5(c) με

ανοικτά σύμβολα. Παρατηρούμε ότι για μεγαλύτερες τιμές του η, το φάσμα γίνεται περίπλοκο

και εμφανίζονται περισσότερες κορυφές. Σε αυτήν την περιοχή, για μεγαλύτερα Ω, η απλή

αναλυτική προσέγγιση που έγινε για τον υπολογισμό της παραμέτρου σύζευξης g, πλέον,

δεν είναι έγκυρη και πρέπει να πραγματοποιηθούν αναλυτικοί δυναμικοί υπολογισμοί.



Σχήμα 3.6: Από επάνω προς τα κάτω: Οι συντελεστές Fourier της ενεργού διατομής

σκέδασης σ
(n)
sc για n = 0,±1, και απορρόφησης, σabs, μιας σφαίρας πυριτίου με ακτίνα

R(t) = R0[1 + η cos (Ωt)], ταλαντούμενη με συχνότητα Ω = γ σε συνάρτηση με τη διαφορά

συχνότητας ω − ωr, του εισερχόμενου φωτός σε σχέση με εκείνη του συντονισμού Mie

TEℓ=12, για τρία διαφορετικά πλάτη ταλάντωσης της ακτίνας: η = 5×10−10
(μπλε γραμμή),

η = 10−9
(πράσινη γραμμή) και η = 2× 10−9

(κόκκινη γραμμή).
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3.5.3 Περιοδικά φθίνουσες ταλαντώσεις της ακτίνας

Σε πραγματικές συνθήκες, οι απώλειες στους οπτικούς ή μηχανικούς ταλαντωτές δεν

μπορούν να αποφευχθούν και αυτό επηρεάζει σημαντικά τα αποτελέσματα ειδικά στις πε-

ριπτώσεις συντονισμών υψηλής ποιότητας. Οι οπτικοί συντονισμοί είναι αναμενόμενο να

φαρδύνουν στην περίπτωση που υπάρχουν οπτικές απώλειες. Επειδή, η επιρροή αυτών είναι

προβλέψιμη, έχει περισσότερο ενδιαφέρον να επικεντρωθούμε στην περίπτωση που υπάρχουν

απώλειες στη μηχανική ταλάντωση της ακτίνας της σφαίρας. ΄Οπως αναφέρθηκε και προη-

γουμένως, η δυναμική προσέγγιση που αναπτύξαμε είναι έγκυρη μόνο στην περίπτωση που η

ταλάντωση της ακτίνας είναι περιοδική. ΄Ενας τρόπος, λοιπόν, για να μελετηθεί η περίπτωση

της φθίνουσας ταλάντωσης, είναι, αυτή, να θεωρηθεί ως μια συνεχής σειρά από διαδοχικές

φθίνουσες ταλαντώσεις που έχουν μια επαρκώς μεγάλη περίοδο επανάληψης τ >> T . Θεω-

ρούμε, λοιπόν, ένα τέτοιο ῾῾τρένο᾿᾿ παλμών από φθίνουσες ταλαντώσεις με συχνότητα Ω και

ρυθμό απόσβεσης Γ, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.7 και έχει τη μορφή

R(t) =

∞∑
p=−∞

Π(t− pτ)R0[1 + ηe−Γ(t−pτ) cos (Ω(t− pτ))] , (3.35)

όπου Π(t) = 1 για 0 < t < τ , αλλιώς είναι 0. Η περίοδος τ είναι ανεξάρτητη της συχνότητας

Ω και ελέγχει μόνο τη διαμεροποίηση στις συχνότητες των ελαστικών δεσμών. Στο Σχ. 3.8

φαίνονται οι δέσμες από την ενεργό διατομή σκέδασης της ταλαντούμενης σφαίρας για ένα

μικρό συντελεστή απόσβεσης Γ = 0.033γ. ΄Οσο το Γ αυξάνεται, η συνεισφορά των δεσμών

(n = ±1, στο Σχ. 3.2) μικραίνει, ενώ των συχνοτήτων γύρω από τις Ω αυξάνεται. Συγκε-

κριμένα, η ενεργός διατομή σκέδασης για την ελαστική δέσμη, σ
(0)
sc , αυξάνεται κατά περίπου

12%, για Γ = 0.033γ, και 30% για Γ = 0.2γ, σε σύγκριση με την περίπτωση αμείωτης

ταλάντωσης, ενώ για την ενεργό διατομή σκέδασης για τις ανελαστικές δέσμες παρατηρείται

μείωση κατά περίπου 26% για Γ = 0.033γ και σχεδόν 90% για Γ = 0.2γ.

Στη συνέχεια εξετάσαμε την επιρροή της μηχανικής απόσβεσης στα αποτελέσματα που

συζητήθηκαν στο Σχ. 3.5(b). Στο Σχ. 3.9(a) φαίνεται το αντίστοιχο σ
(0)
sc φάσμα, για την ίδια

συχνότητα ταλάντωσης Ω = γ, με ρυθμό απόσβεσης Γ = 0.033γ, για αρχικά πλάτη ταλάντω-

σης μεταξύ η = 10−9
και η = 4 × 10−9

. Φαίνεται ότι, η εμφάνιση απωλειών στη μηχανική

ταλάντωση επιβραδύνει την εμφάνιση του διαχωρισμού της κορυφής που, όπως αναφέρθη-

κε, είναι χαρακτηριστικό της ισχυρής αλληλεπίδρασης, και, τώρα, συμβαίνει σε μεγαλύτερα



Σχήμα 3.7: Για να μελετηθεί η περίπτωση της φθίνουσας ταλάντωσης θεωρήσαμε την τα-

λάντωση της ακτίνας ως μια συνεχή σειρά από διαδοχικές φθίνουσες ταλαντώσεις που έχουν

μια επαρκώς μεγάλη περίοδο επανάληψης τ >> T . Στο σχήμα φαίνεται το ῾῾τρένο᾿᾿ παλμών

από φθίνουσες ταλαντώσεις με συχνότητα Ω = Ω1 = γ, ρυθμό απόσβεσης Γ = 0.005γ και

τ = 20T .



Σχήμα 3.8: Οι συντελεστές Fourier της ενεργού διατομής σκέδασης μιας σφαίρας πυριτίου,

που αποτελείται από ταλαντούμενη ακτίνα, R(t) = R0[1+η cos (Ωt)], συχνότητα και πλάτος

ταλάντωσης Ω = γ και η = 10−9
, αντίστοιχα, για δύο διαφορετικούς συντελεστές απόσβεσης

Γ = 0.033γ (πράσινα τετράγωνα) και Γ = 0.2γ (μπλε κύκλοι). Το εισερχόμενο φως έχει

συχνότητα ίση με του συντονισμού, ω = ωr (Σχ. 3.1). Οι φθίνουσες ταλαντώσεις έχουν

περίοδο τ = 20T , η οποία δημιουργεί ένα πυκνό φάσμα δεσμών Fourier. Τα γκρι σύμβολα

απεικονίζουν την ενεργό διατομή σκέδασης των δεσμών στην περίπτωση που η ταλάντωση

είναι αμείωτη [απεικονίζεται και στο Σχ. 3.2(c).]
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πλάτη ταλάντωσης, η, ενώ τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά του φάσματος εξασθενούν. Τα πα-

ραπάνω, γίνονται περισσότερο εμφανή στην περίπτωση που αυξήσουμε το ρυθμό απόσβεσης

σε Γ = 0.066γ, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.9(b). Γενικά, όπως φάνηκε, ο διαχωρισμός της

κορυφής στην περιοχή ισχυρής σύζευξης μπορεί να εξαφανιστεί με την παρουσία μηχανικής

απόσβεσης, αλλά είναι δυνατό να εμφανιστεί ξανά, αν αυξηθεί το πλάτος ταλάντωσης.

Στην περίπτωση που υπάρχει οπτική απορρόφηση, τα αποτελέσματα είναι παρόμοια. Αν,

για παράδειγμα, θεωρήσουμε ότι η διηλεκτρική σταθερά έχει ένα φανταστικό μέρος Im{ϵ} =

10−4
, το απαιτούμενο πλάτος, η, για να επιτευχθεί ο διαχωρισμός στην περίπτωση της

ισχυρής σύζευξης, αυξάνεται σχεδόν κατά δύο τάξεις μεγέθους. Τέλος, είναι δυνατό να

ληφθεί υπόψη και η διασπορά στις συχνότητες, όπως γίνεται στις αναφορές [40, 41], αλλά

αυτό δεν αποτέλεσε κομμάτι μελέτης της παρούσας διατριβής.

Τα αποτελέσματα που περιγράφηκαν παραπάνω ισχύουν και για άλλους οπτικούς συντο-

νισμούς, για διαφορετικά ℓ, με κάποιες διαφορές. Γενικά, για χαμηλότερα ℓ, οι συντονισμοί

έχουν χαμηλότερο δείκτη ποιότητας, κάτι που σημαίνει ότι είναι λιγότερο ευαίσθητοι και

απαιτούνται μεγαλύτερα πλάτη ταλάντωσης, η, για να επιτευχθούν παρόμοια αποτελέσματα.

Επίσης, η ευαισθησία αυξάνεται για συντονισμούς στους οποίους το Η/Μ πεδίο εντοπίζεται

κοντά στην επιφάνεια της σφαίρας, γιατί έτσι επιτυγχάνεται καλύτερη αλληλεπίδραση με

την ταλάντωση της ακτίνας. Για τους δύο παραπάνω λόγους επιλέχθηκε ο συντονισμός για

ℓ = 12, αφού έχει πολύ υψηλό συντελεστή ποιότητας και, ταυτόχρονα, το Η/Μ πεδίο είναι

συγκεντρωμένο κοντά στην επιφάνεια της σφαίρας, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.1(a). Εκτός

από την εξάρτηση του οπτικού συντελεστή σύζευξης, g, από τα χαρακτηριστικά του οπτικού

συντονισμού, δε βρέθηκε κάποια διαφορά μεταξύ των συντονισμών τύπου ΤΕ και ΤΗ.

Τα αποτελέσματα που συζητήθηκαν μπορούν να εμφανιστούν σε διαφορετικές περιοχές

μεγεθών. Η συχνότητα ταλάντωσης που απαιτείται εξαρτάται από το δείκτη ποιότητας της

κορυφής. Για το ορατό και το υπέρυθρο, η συχνότητα της ταλάντωσης μπορεί να είναι από

μερικά MHz έως GHz για σφαίρα της τάξης ενός μικρού, κάτι το οποίο μπορεί να επιτευχθεί

πειραματικά [21, 55, 56]. Για παράδειγμα, για μια σφαίρα ακτίνας R0 = 1 µm, η οπτική

συχνότητα είναι ωr ≃ 2π × 222 THz και το αντίστοιχο HWHM γ ≃ 1 MHz, άρα και

συχνότητες ταλάντωσης είναι της τάξης των MHz.
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Σχήμα 3.9: Ο συντελεστής Fourier, που αντιστοιχεί στην ελαστική δέσμη (n = 0), της

ενεργού διατομής σκέδασης σφαίρας πυριτίου, της οποίας η ακτίνα εκτελεί φθίνουσες ταλα-

ντώσεις συχνότητας Ω = γ και ρυθμού μείωσης: (a) Γ = 0.033γ και (b) Γ = 0.066γ, σε

συνάρτηση με το πλάτος ταλάντωσης, η, και με τη διαφορά της συχνότητας, ω − ωr, του

εισερχόμενου φωτός από τον πρώτης τάξης συντονισμό Mie TEℓ=12.
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3.6 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουσιάσαμε μια επέκταση της θεωρίας Mie που περιγράφει

τη σκέδαση από ένα σφαιρικό σκεδαστή με περιοδικά χρονικά μεταβαλλόμενη ακτίνα, ε-

φαρμόζοντας τη δυναμική μέθοδο Floquet. Η μελέτη έγινε σε συντονισμούς Mie υψηλής

ποιότητας-Q, και υπολογίστηκαν τα φάσματα της ελαστικής και της ανελαστικής ενεργούς

σκέδασης, σε συνδυασμό με την αδιαβατική προσέγγιση, με σκοπό την ανάδειξη της φυσικής

σημασίας των φαινομένων.

Στην περιοχή ασθενούς αλληλεπίδρασης, η θεωρία διαταραχών προβλέπει ισχυρή ανε-

λαστική σκέδαση για συχνότητες που έχουν υψηλή πυκνότητα καταστάσεων. Γι΄ αυτόν το

λόγο, αν το προσπίπτον κύμα έχει συχνότητα λίγο μικρότερη ή λίγο μεγαλύτερη από τον

οπτικό συντονισμό, ευνοούνται οι δέσμες anti-Stokes ή Stokes, αντίστοιχα, κάτι που φαίνε-

ται και από την ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ του σφαιρικού ταλαντωτή και του ΗΜ πεδίου.

Το φαινόμενο αυτό, δεν μπορεί να προβλεφθεί από την αδιαβατική προσέγγιση, ειδικά στις

περιπτώσεις που το πλάτος ταλάντωσης της ακτίνας είναι μεγάλο και οι ανελαστικές δέσμες

υψηλότερης τάξης γίνονται σημαντικές.

Στην περιοχή υψηλής σύζευξης, εμφανίστηκαν φαινόμενα που οφείλονται σε αλληλε-

πίδραση παραμετρικής φύσεως, τα οποία, αν αυξήσουμε το πλάτος ταλάντωσης, οδηγούν σε

διαχωρισμό της κορυφής τόσο της ελαστικής δέσμης όσο και των ανελαστικών, κάτι που

προβλέπεται και από τις λύσεις των εξισώσεων του Mathieu στο κατάλληλο όριο. Τέλος,

δείξαμε ότι η προσθήκη απόσβεσης στην ταλάντωση της ακτίνας της σφαίρας προκαλεί με-

ίωση στα φαινόμενα ανελαστικής σκέδασης και ταυτόχρονα εξασθενεί το διαχωρισμό λόγω

του παραμετρικού συντονισμού.
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Κεφάλαιο 4

Μελέτη χωροχρονικών

φωτονικών κρυστάλλων

4.1 Εισαγωγή

΄Ενα μεγάλο μέρος των σύγχρονων νανοφωτονικών διατάξεων, όπως οι φωτονικοί κρύσταλ-

λοι [1] ή τα μεταϋλικά [2] στηρίζονται στην περιοδική οργάνωση των ῾῾δομικών λίθων᾿᾿ τους

στη μίκρο-νάνο κλίμακα. Από τις πιο απλές φωτονικές διατάξεις ή, ακόμα και αυτές που

εμφανίζονται στη φύση, όπως για παράδειγμα από τα φτερά της πεταλούδας[3], έως και τις

πιο σύνθετες τεχνητές δομές, κατασκευασμένες με τα πιο σύγχρονα μέσα στα εργαστήρια,

η χωρική περιοδικότητα παίζει κυρίαρχο ρόλο στην αλληλεπίδραση φωτός-ύλης. Επεκτείνο-

ντας την ιδέα της περιοδικότητας, επιπλέον, και στο βαθμό ελευθερίας του χρόνου, είναι

εφικτό να εφευρεθούν νέες κατηγορίες τεχνητών υλικών, όπως οι φωτονικοί χωροχρονικοί

κρύσταλλοι ή τα χωροχρονικά μεταϋλικά και οι μεταεπιφάνειες [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].

Γενικά, οι χρονικές μεταβολές σε φωτονικούς κρυστάλλους, μεταξύ άλλων, έχουν σαν

αποτέλεσμα την εμφάνιση τοπολογικών φαινομένων[11, 12, 13, 14], το σχηματισμό σημε-

ίων με ασυνήθιστες ειδικές ιδιότητες (exceptional points)[15], οπτική μόνωση[16, 17], μη

ερμιτιανότητα[18, 19, 20], χρονικούς μανδύες (temporal cloaking)[21], μη διατήρηση της

συμμετρίας αντιστροφής Lorentz[22, 23, 24, 25], μηχανική μάθηση βασισμένη σε οπτικά

κύματα[26] και χρονική υπερσυμμετρία[27, 28, 29]. Αυτά τα φαινόμενα είναι γνωστό ότι

εμφανίζονται συχνά σε μαγνητικά, μη γραμμικά ή ενεργά υλικά. ΄Ομως, μια μεταβολή στη
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διάσταση του χρόνου κάνει δυνατή την εμφάνιση αυτών και σε συνήθη γραμμικά, παθητικά

και μη μαγνητικά υλικά.

Η πιο απλή εφαρμογή είναι ένα πλακίδιο με χρονικά μεταβαλλόμενες ιδιότητες[30, 31, 32,

33, 34], το οποίο εμφανίζει φαινόμενα μη διατήρησης της συμμετρίας αντιστροφής. Αν, επι-

πλέον, αυτό χρησιμοποιηθεί σε πολυστρωματικές δομές, είναι δυνατόν να κατασκευαστούν

ανακλαστήρες Bragg ή υπερβολικά μέσα[35, 36, 37, 12, 38]. Εκτός από αυτές τις μονοδι-

άσταστατες περιοδικές δομές, είναι δυνατόν να κατασκευαστούν πρωτότυπες γεωμετρίες που

βασίζονται σε δυναμικά σωματίδια, όπως για παράδειγμα με χρονικά εξαρτώμενα υλικά ή γε-

ωμετρικές παραμέτρους[39, 40, 41, 42] (όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο). Επιπλέον,

η χρήση αυτών σε περιοδικές ή ψευδοπεριοδικές γεωμετρίες, επιτρέπει την κατασκευή πιο

σύνθετων δομών, όπως για παράδειγμα χωροχρονικών μεταβαλλόμενων μεταυλικών[11, 8]

και μεταεπιφανειών[43, 44, 45], κάτι που δίνει απεριόριστες δυνατότητες στον έλεγχο του

φωτός.

Εκτός από τα παραπάνω, σε συστήματα που χαρακτηρίζονται από κάποια χρονική με-

ταβολή, λαμβάνουν χώρα οπτικές μεταβάσεις, οι οποίες προκαλούν την εμφάνιση ενδια-

φερόντων και δυνητικά χρήσιμων φαινομένων, όπως η μετατροπή συχνοτήτων και η δη-

μιουργία φίλτρων. Φωτονικές μεταβάσεις, παρόμοιες με εκείνες των ηλεκτρονικών, προ-

βλέφθηκαν σε χρονικά μεταβαλλόμενους φωτονικούς κρυστάλλους από τον Winn[46] ε-

φαρμόζοντας την θεωρία σύζευξης των καταστάσεων (coupled mode theory). Τέτοιες

μεταβάσεις μπορούν να συμβούν σε πολλές διαφορετικές φωτονικές διατάξεις, όπως σε δα-

κτυλίδια συντονισμού[47, 48] ή σε γραμμικούς κυματοδηγούς[49], ενώ η χρονική μεταβολή

μπορεί να επιτευχθεί με διάφορους τρόπους, όπως για παράδειγμα με μια ηλεκτρικά καθο-

δηγούμενη αλλαγή στη διηλεκτρική σταθερά[50], ή από ακουστικά ή κύματα σπιν. Παρά

το γεγονός ότι έχουν πραγματοποιηθεί πολλές μελέτες για απομονωμένους διακεκριμένους

συντονισμούς σε χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα, δεν έχουν γίνει αντίστοιχες μελέτες

για καταστάσεις διαρροής σε ανοικτά συστήματα.

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται μια πλήρως δυναμική μελέτη οπτικών μεταβάσεων

μεταξύ συντονισμών πεπερασμένου παράγοντα ποιότητας, Q, σε πλέγμα από σωματίδια με

περιοδικά μεταβαλλόμενη διηλεκτρική σταθερά. Τέτοιοι συλλογικοί συντονισμοί προέρχονται

από την αλληλεπίδραση των πολυπολικών συντονισμών Mie των περιοδικά μεταβαλλόμενων

σκεδαστών[51, 52, 53, 54, 55].
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Η αλληλεπίδραση μεταξύ των διπολικών (ℓ = 1) συντονισμών μπορεί να μελετηθεί χρη-

σιμοποιώντας ημιαναλυτικά μοντέλα. Αυτό, όμως, είναι δύσκολο να γίνει για συλλογικούς

συντονισμούς υψηλότερης τάξης (ℓ > 1), οι οποίοι εμφανίζονται ως κορυφές με πολύ υψηλό

δείκτη ποιότητας, Q, είτε στο φάσμα της ανάκλασης είτε της διέλευσης[54, 56, 57]. Για

τη μελέτη αυτών, απαιτείται μια πλήρως ηλεκτροδυναμική μελέτη. Σε αυτό το κεφάλαιο θα

παρουσιαστεί η γενίκευση της μεθόδου πολλαπλής σκέδασης[58, 59] για να είναι δυνατή η

περιγραφή στρωμάτων αποτελούμενων από δυναμικούς σκεδαστές. Συγκεκριμένα, θα περι-

γραφούν τα φαινόμενα που δημιουργούνται από την ανελαστική σκέδαση φωτός από πλέγμα

σφαιρών με περιοδικά μεταβαλλόμενη διηλεκτρική σταθερά.

4.2 Θεωρία

Η φωτονική στρωματική μέθοδος πολλαπλής σκέδασης αποτελεί έναν ευέλικτο και α-

ποδοτικό τρόπο για γρήγορη και ακριβή ηλεκτροδυναμική μοντελοποίηση δομών που α-

ποτελούνται από διαδοχικά, δυνητικά διαφορετικά, επίπεδα αποτελούμενα από σκεδαστές

οργανωμένους με την ίδια δισδιάστατη περιοδικότητα σε ένα ομογενές περιβάλλον. Η ευε-

λιξία της μεθόδου στηρίζεται στο γεγονός ότι οι ιδιότητες της σκέδασης για όλο το σύν-

θετο σύστημα υπολογίζονται μέσω των μεμονωμένων κομματιών του και με τη βοήθεια

κατάλληλων συναρτήσεων διαδοτών. ΄Ετσι, είναι πολύ εύκολο να συμπεριληφθούν, σκε-

δαστές ή ολόκληρα πλακίδια με διαφορετικές οπτικές ιδιότητες. ΄Οπως έχει αναφερθεί,

ενώ η μέθοδος αρχικά αναπτύχθηκε για τη μελέτη ομογενών και ισοτροπικών σφαιρικών

σκεδαστών[58, 59, 60], είναι, επίσης, αποδοτική για σκεδαστές με σχήμα που να μην απο-

κλίνει πολύ από το σφαιρικό[61]. Αργότερα, η μέθοδος επεκτάθηκε, επιτρέποντας τη μελέτη

σφαιρικών σκεδαστών αποτελούμενων από έναν αριθμό σφαιρικών κελυφών[62], χειρόμορ-

φων (ομογενών[63] ή με επίστρωση,[64]) και γυροτροπικών[65] σφαιρών, ενώ προσθέσαμε

και τη δυνατότητα προσθήκης πολλών σκεδαστών ανά κυψελίδα[54], όπως περιγράφηκε στο

κεφάλαιο 1. Σε αυτήν την ενότητα, παρουσιάζεται η γενίκευση της μεθόδου πολλαπλής

σκέδασης σε δυναμικούς φωτονικούς κρυστάλλους αποτελούμενους από σκεδαστές των ο-

ποίων κάποια ιδιότητα μεταβάλλεται περιοδικά με το χρόνο.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε σφαιρικό σκεδαστή, σε ένα χρονικά αμετάβλητο, ομογενές

και ισοτροπικό μέσο που χαρακτηρίζεται από σχετική διηλεκτρική σταθερά ϵ και σχετική
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μαγνητική διαπερατότητα µ. Η σφαίρα έχει σταθερή σχετική μαγνητική διαπερατότητα µ̄

και σχετική διηλεκτρική σταθερά η οποία μεταβάλλεται περιοδικά με το χρόνο γύρω από μια

σταθερή τιμή ϵ̄, με περίοδο 2π/Ω, σύμφωνα με την εξίσωση

ϵs(t) = ϵ̄[1 + η sin (Ωt)] , (4.1)

όπου η είναι το σχετικό πλάτος ταλάντωσης. Σε αυτήν την περίπτωση, ένα μονοχρωματικό

κύμα με γωνιακή συχνότητα ω, δημιουργεί έναν άπειρο αριθμό από εξερχόμενα κύματα με

γωνιακές συχνότητες ων = ω−νΩ, με ν ακέραιο (σε αυτό το κεφάλαιο θα χρησιμοποιήσου-

με το σύμβολο ν, για τις δέσμες, αντί για το n, που χρησιμοποιήθηκε στο προηγούμενο

κεφάλαιο, ώστε να μην υπάρχει σύγχυση με το n του πλέγματος, το οποίο θα αναφερθεί

παρακάτω), οι οποίες δημιουργούνται από την ελαστική (ν = 0) και την ανελαστική (ν ̸= 0)

σκέδαση λόγω της περιοδικά μεταβαλλόμενης σφαίρας, με παρόμοιο τρόπο με εκείνον που

δείξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο για τη σφαίρα με τη περιοδικά μεταβαλλόμενη ακτίνα.

Πρακτικά, περιορίζουμε τις άπειρες δέσμες σε ένα μέγιστο |ν| = N και έτσι το ηλεκτρομα-

γνητικό πεδίο έξω από τη σφαίρα παίρνει τη μορφή

E(r, t) = Re
{ N∑

ν=−N

E(ν)(r) exp[−i(ω − νΩ)t]
}
, (4.2)

όπου

E(ν)(r) =
∑
L

[a
0(ν)
L JL(qν , r)δν0 + a

+(ν)
L HL(qν , r)] , (4.3)

με qν = (ω − νΩ)
√
ϵµ/c.

Οι συντελεστές ανάπτυξης στην Εξ. (4.3) συνδέονται μεταξύ τους, μέσω του δυναμικού

πίνακα t, σε αντιστοιχία με την περίπτωση της σφαίρας με την περιοδικά μεταβαλλόμενη

ακτίνα [Εξ. (3.2)], δηλαδή

a
+(ν)
L = tνν

′
Pℓ a

0(ν′)
L , (4.4)

για ένα προσπίπτον κύμα, γενικά, με μια γωνιακή συχνότητα ω − ν ′Ω. Η Εξ. (4.4) είναι

ακριβής και υπολογίζει το πλάτος του σκεδαζόμενου σφαιρικού κύματος δοσμένου L, με

γωνιακή συχνότητα ων = ω − νΩ, σε σχέση με το πλάτος ενός εισερχόμενου σφαιρικού
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κύματος του ίδιου L (το L διατηρείται λόγω της σφαιρικής συμμετρίας των σκεδαστών), με

γωνιακή συχνότητα ων′ = ω−ν ′Ω. Αξίζει να αναφερθεί ότι οι συχνότητες της ταλάντωσης,

συμβολίζονται με κεφαλαίο Ω και είναι συνήθως τρεις με τέσσερις τάξεις μεγέθους μικρότερες

από τις οπτικές συχνότητες, οι οποίες συμβολίζονται με το μικρό ω.

Στη συνέχεια, θεωρούμε ένα δισδιάστατο x-y επίπεδο που αποτελείται από πολλούς

σκεδαστές ανά κυψελίδα στις θέσεις Rnβ = Rn + rβ , όπου τα Rn = n1a1 +n2a2 με n1, n2

ακέραιους, είναι οι μετατοπίσεις στο πλέγμα Bravais και rβ είναι κατάλληλα μη θεμελιώδη

διανύσματα μέσα τη μοναδιαία κυψελίδα. ΄Εστω επίπεδο κύμα με συχνότητα ων′ προσπίπτει

στο πλέγμα των σφαιρών. Γενικά, μπορούμε να γράψουμε τη συνιστώσα του κυματανύσματος

πάνω στο επίπεδο των σφαιρών ως q∥ = k∥ + g′
, όπου g′

είναι ένα συγκεκριμένο διάνυσμα

αντιστρόφου πλέγματος. Το αντίστοιχο σκεδαζόμενο πεδίο με συχνότητα ων έχει τη μορφή

επίπεδων κυμάτων που διαδίδονται ή φθίνουν στη θετική (+) και αρνητική (−) κατεύθυνση

z, με κυματανύσματα

K±
gν =

(
k∥ + g,±[q2ν − (k∥ + g)2]1/2

)
, (4.5)

όπου g είναι διανύσματα του αντιστρόφου πλέγματος και αντιστοιχούν σε διαφορετικές πε-

ριθλώμενες δέσμες. Πρέπει να αναφερθεί ότι η ψευδό ορμή-συχνότητα Floquet παραμένει

αμετάβλητη, λόγω της ταυτόχρονης χωρικής και χρονικής περιοδικότητας της δομής.

Χρησιμοποιώντας το αθροιστικό θεώρημα για τις σφαιρικές αρμονικές και τις συναρτήσεις

Bessel, ένα εξερχόμενο κύμα γύρω από ένα κέντρο σκέδασης μπορεί να αναπτυχθεί ως ένα

εισερχόμενο κύμα για ένα διαφορετικό κέντρο, χρησιμοποιώντας κατάλληλες συναρτήσεις

διαδοτών σε δοσμένη γωνιακή συχνότητα ων , σε πλήρη αντιστοιχία με την Εξ.(1.67) του

Κεφ.1, όπως ακολουθεί

HL′(qν , r−Rn′β′) =
∑
L

Ωnβ;n′β′

LL′ (qν)JL(qν , r−Rnβ). (4.6)

Αναλυτικές εκφράσεις για τους διαδότες Ω (χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο με τη γωνιακή

συχνότητα της ταλάντωσης, αλλά δεν υπάρχει σύγχυση αφού είναι ξεκάθαρο λόγω των

συμφραζομένων) μπορούν να βρεθούν αλλού[58, 66].

Ακολουθώντας παρόμοια διαδικασία με εκείνη του Κεφ.1, σε αντιστοιχία με την Εξ. (1.78),
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καταλήγουμε στο παρακάτω σύστημα εξισώσεων

∑
ν′′

∑
L′

tβLν;βL′ν′′A
s′p′g′ν′′

βLν′ =

∑
ν′′

∑
L′β′

[
δνν′′δLL′δββ′−

∑
L′′β′

tβLν;βL′′ν′′ΩβL′ν′′;β′L′ν′′

]
B+s′p′g′ν′′

β′L′ν′ ,
(4.7)

όπου

tβLν;β′L′ν′ = δββ′δLL′t
(β)νν′

Pℓ . (4.8)

Στα στοιχεία t έχει προστεθεί ο δείκτης β, ο οποίος δεν υπάρχει στην Εξ.(4.4), διότι οι

σφαίρες στις διάφορες θέσεις β, μπορεί να είναι μην είναι όμοιες και να χαρακτηρίζονται από

διαφορετικό πίνακα σκέδασης. Επιπλέον

Aspgν
βHℓmν′ = δνν′ 4πi

ℓ(−1)m+1 exp(iKs
gν · rβ)Xℓ−m(K̂s

gν) · êp(Ks
gν) (4.9)

Aspgν
βEℓmν′ = δνν′ 4πi

ℓ(−1)m+1 exp(iKs
gν · rβ)[Xℓ−m(K̂s

gν)× K̂s
gν ] · êp(Ks

gν), (4.10)

ενώ τα στοιχεία ΩβLν;β′L′ν′ δίνονται από το δισδιάστατο μετασχηματισμό Fourier των συ-

ναρτήσεων των διαδοτών

ΩβLν;β′L′ν′ = δνν′
∑
n′

Ωnβ;n′β′

LL′ (qν) exp[−ik∥ · (Rn −Rn′)] , (4.11)

με k∥ την παράλληλη συνιστώσα στο επίπεδο του κυματανύσματος q ανοιγμένου στη ζώνη

Brillouin του δισδιάστατου κρυστάλλου. Στη συνέχεια είναι βολικό να ορίσουμε ένα συλ-

λογικό πίνακα σκέδασης T , ο οποίος περιγράφει όλες τις πολλαπλές σκεδάσεις, ως εξής

T = (t−1 −Ω)−1, (4.12)

όπου τα στοιχεία του πίνακα t δίνονται από την Εξ. (4.8), ενώ του πίνακα Ω δίνονται από

την Εξ. (4.11).

Οι συντελεστές διέλευσης και ανάκλασης της διάταξης των σφαιρών, στη συγκεκριμένη

βάση επίπεδων κυμάτων, μπορούν να υπολογιστούν[58, 59, 66] χρησιμοποιώντας το συλλο-
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γικό πίνακα T, όπως ορίστηκε στην Εξ. (4.12) και, παρόμοια με το Κεφ.1, βρίσκουμε για

τον πίνακα S

Sspgν;s′p′g′ν′ = δss′δpp′δgg′δνν′ +
∑
βLν′′

∑
β′L′ν′′′

∆βLν′′
spgν TβLν′′;β′L′ν′′′A

s′p′g′ν′

β′L′ν′′′ , (4.13)

όπου s, s′ = ± και

∆βHℓmν′
spgν = δνν′

2π(−i)ℓ

qνA0K
+
gν;z

exp(−iKs
gν · rβ)Xℓm(K̂s

gν) · êp(Ks
gν), (4.14)

∆βEℓmν′
spgν = δνν′

2π(−i)ℓ

q2νA0K
+
gν;z

exp(−iKs
gν · rβ)[Xℓm(K̂s

gν)× K̂s
gν ] · êp(Ks

gν) , (4.15)

όπου A0 είναι η επιφάνεια της μοναδιαίας κυψελίδας. Αξίζει να αναφερθεί ότι, ορίζοντας τους

παραπάνω Block διαγώνιους πίνακες, η Εξ. (4.13) μπορεί να γραφεί σε πιο συμπαγή μορφή:

S = I+∆TA. Ο I είναι ο μοναδιαίος πίνακας, ο T είναι ένας τετραγωνικός πίνακας που δίνει

το σκεδαζόμενο πεδίο σε σχέση με το προσπίπτον στην σφαιρική αναπαράσταση, και οιA, ∆

είναι πίνακες με κατάλληλες διαστάσεις, οι οποίοι μετασχηματίζουν το προσπίπτον κύμα σε

σφαιρικά κύματα και το σκεδαζόμενο κύμα από σφαιρικά κύματα σε επίπεδα, αντίστοιχα.

Για ένα επίπεδο κύμα εισερχόμενο στο πλέγμα των σφαιρών, για παράδειγμα κατά μήκος

της θετικής z κατεύθυνσης, με κυματάνυσμα K+
g′ν′ και πόλωση p

′
, η συνολική διέλευση

δίνεται από

T =

N∑
ν=−N

∑
pg

|S+pgν;+p′g′ν′ |2
Re{K+

gν;z}
K+

g′ν′;z

≡
N∑

ν=−N

∑
pg

Tpgν ≡
N∑

ν=−N

Tν (4.16)

και

R =
N∑

ν=−N

∑
pg

|S−pgν;+p′g′ν′ |2
Re{K+

gν;z}
K+

g′ν′;z

≡
N∑

ν=−N

∑
pg

Rpgν ≡
N∑

ν=−N

Rν , (4.17)

αντίστοιχα.
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Στις παραπάνω εξισώσεις, τα Tν καιRν είναι οι συντελεστές της διέλευσης και οι ανάκλα-

σης, αντίστοιχα, της ν-ής τάξης ανελαστικής σκέδασης, που δίνει δέσμες με συχνότητες

ω − νΩ, ενώ τα Tpgν και Rpgν είναι οι συνιστώσες συγκεκριμένης πόλωσης και τάξης πε-

ρίθλασης. Είναι σημαντικό να τονιστεί ότι ακόμα και στις περιπτώσεις που τα υλικά δεν έχουν

απώλειες, η ενέργεια δεν διατηρείται, όταν πρόκειται για χρονικά μεταβαλλόμενα μέσα, όπως

είδαμε και στην περίπτωση της μεμονωμένης σφαίρας. ΄Ετσι, όταν A = 1−T −R > 0 (< 0)

υποδηλώνεται ότι μεταφέρεται ενέργεια από (στο) ηλεκτρομαγνητικό πεδίο στις (από) δυνα-

μικές σφαίρες.

4.3 Σκέδαση από πλέγμα με χρονικά μεταβαλλόμενες

σφαίρες

4.3.1 Στατικό πλέγμα από σφαίρες

Αρχικά, θεωρούμε ένα τετραγωνικό πλέγμα (με πλεγματική σταθερά a), που αποτελε-

ίται από διηλεκτρικές σφαίρες με σταθερή μαγνητική διαπερατότητα µ̄ = 1 και διηλεκτρική

σταθερά ϵ̄ = 12, χαρακτηριστικά τα οποία είναι τυπικά για πυρίτιο στο υπέρυθρο μέρος του

ηλεκτρομαγνητικού φάσματος, στον αέρα. Η ακτίνα των σφαιρών είναι σταθερή R = 0.4a.

Η σχηματική αναπαράσταση της υπό μελέτη δομής φαίνεται στο Σχ. 4.1(a). Η μελέτη γίνε-

ται σε μήκη κύματος μεγαλύτερα από την περιοδικότητα του πλέγματος (λ > a), κάτι που

σημαίνει ότι δεν εμφανίζονται περιθλώμενες δέσμες. Το εισερχόμενο φως είναι γραμμικά

πολωμένο με γωνιακή συχνότητα ω και, αρχικά, θεωρούμε ότι προσπίπτει κάθετα στο επίπε-

δο των σφαιρών όπως φαίνεται στο Σχ. 4.1(a). ΄Ενα μέρος από το φάσμα της διέλευσης,

όπως υπολογίζεται με τη μέθοδο LMS, φαίνεται στο Σχ. 4.1(b). Αν υποθέσουμε ότι η

πλεγματική σταθερά είναι a = 10 µm, το μήκος κύματος στο Σχ. 4.1(b) παίρνει τιμές από

λ = 12.1 µm εώς λ = 10.5 µm. Το φάσμα της διέλευσης σε αυτήν την περιοχή είναι

πολύ πλούσιο, εμφανίζονται πολλές κορυφές και κοιλάδες, κάτι το οποίο είναι σύνηθες για

πλέγματα που αποτελούνται απο διηλεκτρικές σφαίρες με υψηλό δείκτη διάθλασης[60]. Η

αλληλεπίδραση μεταξύ των συντονισμών Mie των μεμονωμένων σφαιρών γεννά συλλογικές

καταστάσεις του πλέγματος, οι οποίες αναδεικνύονται, συνήθως, ως ασύμμετροι συντονι-

σμοί Fano στο αντίστοιχο φάσμα της διέλευσης. Η μορφή της κορυφής καθορίζεται από τις

σχετικές φάσεις[67].



Σχήμα 4.1: (a) Μια σχηματική αναπαράσταση του υπό μελέτη στατικού πλέγματος: Τε-

τραγωνικό πλέγμα (με πλεγματική σταθερά a) αποτελούμενο από νανοσωματίδια ακτίνας

R = 0.4a, τα οποία έχουν σταθερή διαπερατότητα µ̄ = 1 και σχετική διηλεκτρική σταθερά

ϵ̄ = 12 στον αέρα. Γραμμικά πολωμένο μονοχρωματικό φως γωνιακής συχνότητας ω προ-

σπίπτει κάθετα στο επίπεδο. (b) Το φάσμα της διέλευσης της γεωμετρίας που περιγράφεται

στο (a), σε ένα εύρος συχνοτήτων όπου υπάρχουν πολλές κορυφές. Οι δύο συντονισμοί υ-

ψηλής ποιότητας-Q που βρίσκονται κοντά στο ωa/c = 5.74, στους οποίους υπάρχουν τα δύο

κατακόρυφα βέλη, οφείλονται στους ℓ = 4 Mie συντονισμούς ηλεκτρικού τύπου (P = E)

των μεμονωμένων σφαιρών.



Σχήμα 4.2: Η διέλευση γραμμικά πολωμένου μονοχρωματικού φωτός, γωνιακής συχνότητας

ω, όταν προσπίπτει κάθετα σε ένα τετραγωνικό πλέγμα από σφαιρικά νανοσωματίδια στα-

θερής ακτίνας R, τα οποία έχουν σχετική διηλεκτρική σταθερά ίση με ϵ̄ = 12 και μαγνητική

επιδεκτικότητα µ̄ = 1, στον αέρα, για διαφορετικές τιμές της πλεγματικής σταθεράς a. Οι

κατακόρυφες διακεκομμένες γραμμές δείχνουν τις θέσεις του ορίου περίθλασης, λ = a (λ

είναι το μήκος κύματος στο μέσο στο οποίο διαδίδεται το φως). Το φάσμα της διέλευσης που

φαίνεται στο επάνω διάγραμμα με τη μαύρη καμπύλη είναι όμοιο με εκείνο του Σχ. 4.1(b),

αλλά είναι σχεδιασμένο σε συνάρτηση με την αδιάστατη συχνότητα ωR/c αντί για το ωa/c.

Φαίνεται ότι, με την αύξηση της απόστασης, a, μεταξύ των σφαιρών, η αλληλεπίδραση μεταξύ

των καταστάσεων του πλέγματος γίνεται πιο ασθενής, κάτι που φαίνεται σαν μια μετατόπιση

του αντίστοιχου φάσματος της διέλευσης. Μεγάλες αλλαγές στη φάσμα συμβαίνουν όταν το

a > λ και, έτσι, είναι δυνατή πλέον η περίθλαση. Επιπλέον, η προσθήκη ενός υποστρώματος

από γυαλί με διηλεκτρική σταθερά n = 1.5, για a/R = 2.5 μειώνει το όριο περίθλασης στο

ωR/c = 1.676 και δίνει τη διέλευση που απεικονίζεται με ροζ καμπύλη στο επάνω διάγραμμα.
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Για παράδειγμα, ο συντονισμός του πλέγματος στη συχνότητα ωa/c = 5.321 για k∥ = 0

είναι ασύμμετρος, όπως φαίνεται στο φάσμα στο Σχ. 4.1(b), όπου η διέλευση είναι 0% στην

ωa/c = 5.315 και φτάνει 100% στη ωa/c = 5.362. Επειδή, τα υλικά δεν έχουν απώλειες,

είναι εύκολο να υπολογίσει κανείς το αντίστοιχο φάσμα ανάκλασης από τη σχέσηR = 1−T .

Αξίζει να σημειώσουμε ότι, αν αυξηθεί η απόσταση, a, μεταξύ των σφαιρών (διατηρώντας

σταθερή την ακτίνα S), η αλληλεπίδραση μεταξύ των συντονισμών του πλέγματος γίνεται

ασθενέστερη. ΄Ετσι, οι αντίστοιχες κορυφές στο φάσμα της διέλευσης μετατοπίζονται α-

νάλογα. Η εικόνα του φάσματος αλλάζει δραματικά όταν a > λ, όταν δηλαδή εμφανίζεται

το φαινόμενο της περίθλασης, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.2. Ακόμα, πρέπει να αναφερθεί ότι

υπάρχει συμφωνία μεταξύ της μεθόδου LMS και του COMSOL, όπως έχει δειχθεί και σε

προηγούμενο κεφάλαιο αλλά και σε πολλές δημοσιεύσεις της ομάδας μας[68, 69, 54]. ΄Ομως,

οι υπολογισμοί που απαιτούνται για φάσματα που αποτελούνται από υψηλής ποιότητας κο-

ρυφές, όπως το υπό μελέτη φάσμα, έχουν πολύ μεγάλη απαίτηση σε μνήμη και σε χρόνο για

το COMSOL, και ακόμα περισσότερο σε μεθόδους finite-difference time-domain (FDTD).

Με τη μέθοδο LMS, το φάσμα του Σχ. 4.1(b) απαιτεί μόλις λίγα δευτερόλεπτα για έναν

επεξεργαστή Intel(R) Core(TM) i7-4930K.

Θα ασχοληθούμε με τις δύο χαρακτηριστικές κορυφές στη διέλευση, υψηλού συντελε-

στή ποιότητας Q, κοντά στο ωa/c = 5.74, οι οποίες είναι σημειωμένες με κατακόρυφα βέλη

στο Σχ. 4.1b. Οι κορυφές αυτές οφείλονται στους συντονισμούς Mie για ℓ = 4, ηλεκτρι-

κού τύπου (P = E) των μεμονωμένων σφαιρών και αντιστοιχούν σε διπλά εκφυλισμένες

καταστάσεις του πλέγματος, κάτι που διαπιστώνεται εύκολα από τη θεωρία ομάδων.

Στο Σχ 4.3a φαίνεται με περισσότερη λεπτομέρεια το φάσμα γύρω από αυτές τις δύο

κορυφές. Και στις δύο, η διέλευση παίρνει τιμή 100% σε περίπτωση που δεν υπάρχουν

απώλειες. Αλλά και στην αντίθετη περίπτωση, αυτές παραμένουν, όπως φαίνεται με τη

διακεκομμένη καμπύλη του Σχ.4.3(a). Στη συνέχεια θα θεωρήσουμε τις απώλειες, λόγω

των υλικών, αμελητέες.

Στα Σχ. 4.3(b) και 4.3(c) απεικονίζεται η διέλευση στην περίπτωση που το κύμα προ-

σπίπτει μη κάθετα (k|| ̸= 0), με το ηλεκτρικό πεδίο να είναι πολωμένο παράλληλα ή κάθετα,

δηλαδή για πολώσεις p και s αντίστοιχα. Για την περίπτωση της p πόλωσης εμφανίζονται

πέντε μπάντες συντονισμού στην διέλευση, ενώ για s, υπάρχουν τέσσερις. Από το πολυ-

πολικό ανάπτυγμα υποδεικνύεται ότι και οι εννιά μπάντες συντονισμού στα Σχ.4.3(b) και



Σχήμα 4.3: (a) Συνεχής γραμμή: Μια μεγέθυνση του φάσματος της διέλευσης του

Σχ. 4.1(b), κοντά στις κορυφές με τα κατακόρυφα βέλη. Διακεκομμένες γραμμές: Το ίδιο

φάσμα αν συμπεριληφθούν οι απώλειες, θεωρώντας για τη διηλεκτρική σταθερά των σφαιρών

ότι Im{ϵ̄} = 10−3
. (b), (c) Το αντίστοιχο φάσμα της διέλευσης, αγνοώντας τις απώλειες,

για p- και s-πολωμένο φως, αντίστοιχα, όταν προσπίπτει υπό γωνία θ = arcsin kxa
(ωa/c) , η

οποία αντιστοιχεί σε k∥ = (kx, 0). Οι επιπλέον συντονισμοί που εμφανίζονται στο φάσμα

δεν διεγείρονται (είναι ανενεργοί) στην κάθετη πρόσπτωση. Οι κλειστοί άσπροι κύκλοι αντι-

στοιχούν στο πραγματικό μέρος των ιδιοσυχνοτήτων, που υπολογίζονται από τους πόλους

του πίνακα T , όπως προκύπτει από την Εξ. (4.12).
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4.3(c), προέρχονται από τους ℓ = 4 συντονισμούς Mie ηλεκτρικού τύπου, ενώ στο υπό

μελέτη εύρος συχνοτήτων δεν υπάρχουν άλλες μπάντες. Επιπλέον, υπολογίσαμε τις μιγα-

δικές ιδιοσυχνότητες του πλέγματος από τους πόλους του πίνακα σκέδασης T που δίνεται

από την Εξ (4.12). Τα πραγματικά μέρη αυτών των ιδιοσυχνοτήτων, που αντιστοιχούν στις

καταστάσεις Mie για ℓ = 4 ηλεκτρικού τύπου, είναι σημειωμένα με άσπρους κύκλους στο

Σχ. 4.3(b), 4.3(c) και, όπως φαίνεται, συμφωνούν απόλυτα με τους συντονισμούς της σκέδα-

σης. Λαμβάνοντας όλα τα προηγούμενα υπόψιν, είναι ξεκάθαρο ότι αυτές οι εννιά μπάντες

προέρχονται από τον εννιά φορές εκφυλισμό (2ℓ+ 1) των ℓ = 4 ηλεκτρικού τύπου συντονι-

σμών Mie, ο οποίος αίρεται όταν οι σφαίρες οργανωθούν σε πλέγμα λόγω της μεταξύ τους

αλληλεπίδρασης.

΄Ετσι, σύμφωνα με τη θεωρία ομάδων, για k|| = 0, ο εννιαπλός εκφυλισμός των ℓ =

4 ηλεκτρικών συντονισμών των μεμονωμένων σφαιρών αίρεται και προκύπτουν δύο διπλά

εκφυλισμένοι συντονισμοί και πέντε μη εκφυλισμένοι. ΄Οταν το φως προσπίπτει κάθετα,

διεγείρονται μόνο οι διπλά εκφυλισμένοι[60], ενώ οι υπόλοιποι πέντε είναι ανενεργοί και

ονομάζονται dark modes.

Ο διπλός εκφυλισμός των δύο αυτών καταστάσεων για k|| = 0, αίρεται όταν k|| ̸= 0,

δηλαδή για μη κάθετη πρόσπτωση. Σε αυτήν την περίπτωση ενεργοποιούνται και οι εννιά

συντονισμοί όταν το φως έχει την κατάλληλη πόλωση. Ειδικότερα, καταστάσεις οι οποίες

είναι άρτιες ή περιττές στον καθρεπτισμό στο επίπεδο πρόσπτωσης, ανήκουν σε διαφορετικό

μη αναγωγίσιμο υπόχωρο και διεγείρονται για p- ή s- πολωμένο φως αντίστοιχα.

4.3.2 Πλέγμα με χρονικά μεταβαλλόμενες σφαίρες

Μέχρι εδώ, θεωρήσαμε ένα πλέγμα που αποτελείται από σφαίρες με σταθερή διηλεκτρική

σταθερά. Τώρα, θα μελετήσουμε και την οπτική απόκριση της ίδιας γεωμετρίας στην πε-

ρίπτωση που η διηλεκτρική σταθερά των σφαιρών ταλαντώνεται σε συνάρτηση με το χρόνο,

σύμφωνα με την Εξ. (4.1).

Σε προηγούμενες μελέτες, έχει δειχθεί ότι η παρουσία μιας χρονικά περιοδικής μεταβολής

έχει μεγάλη επίδραση στην ενεργό διατομή σκέδασης μεμονωμένων σωματιδίων και αναδει-

κνύει πολύ ενδιαφέροντα φαινόμενα. ΄Ομως, μεταεπιφάνειες αποτελούμενες από τέτοιους

χρονικά μεταβαλλόμενους σκεδαστές οργανωμένους περιοδικά στο χώρο δίνουν περισσότε-

ρους βαθμούς ελευθερίας και, έτσι, μεγαλύτερες δυνατότητες για τη κατά βούληση διαμόρ-



Σχήμα 4.4: (a) Το φάσμα διέλευσης για τη στατική περίπτωση της δομής του Σχ. 4.1(a),

κοντά στο χαμηλότερο συντονισμό του Σχ.4.1(b) για p-πολωμένο φως που προσπίπτει στο

επίπεδο x-z υπό γωνία θ = 3◦ σε σχέση με τον άξονα z, με συχνότητα ωina/c = 5.736.

(b) Η ελαστική Rayleigh συνιστώσα της διέλευσης, T0, του δυναμικού συστήματος για

προσπίπτον κύμα συχνότητας ωin, σε συνάρτηση με τη συχνότητα ταλάντωσης, Ωa/c, για

η = 10−4
(μαύρη γραμμή), η = 3× 10−4

(σκούρη γκρι), η = 7× 10−4
(ανοικτό γκρι). (c)

Η αντίστοιχη anti-Stokes (ωin + Ω) δέσμη, T−1. (d) Η αντίστοιχη Stokes(ωin − Ω) δέσμη,

T1.
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φωση της οπτικής απόκρισης του συστήματος. Στο υπό μελέτη πλέγμα, ο εκφυλισμός των

συντονισμών Mie αίρεται και οι μη ενεργοί συντονισμοί ενεργοποιούνται στην περίπτωση

της μη κάθετης πρόσπτωσης. Στο Σχ. 4.4 φαίνεται η επίδραση της χρονικής ταλάντωσης

στην περίπτωση πρόσπτωσης p-πολωμένου φωτός στο επίπεδο x-z, υπό γωνία θ = 3◦ σε

σχέση με τον άξονα z, με συχνότητα ωina/c = 5.736, που αντιστοιχεί σε συντονισμό, όπου

το αντίστοιχο στατικό σύστημα είναι διαφανές και η διέλευση ειναι ίση με μονάδα, όπως

φαίνεται στο Σχ. 4.4(a).

Στα Σχ.4.4(b), 4.4(c), και 4.4(d) φαίνονται οι μεταβολές στη διέλευση των δεσμών

ν = 0 (Rayleigh), ν = −1 (anti-Stokes), και ν = 1 (Stokes), αντίστοιχα, για διαφορε-

τικά πλάτη ταλάντωσης η. Για μικρές τιμές του η, όπως για παράδειγμα για η = 10−4
,

παρατηρούνται μικρές αλλαγές. Η ελαστική συνιστώσα της διέλευσης παρουσιάζει μικρή με-

ίωση, ενώ εμφανίζονται οι ανελαστικές δέσμες πρώτης τάξης (anti-Stokes και Stokes). ΄Οσο

αυξάνεται το η, η ανελαστική διέλευση ενισχύεται και σταδιακά γίνονται σημαντικές και οι

μεγαλύτερης τάξης δέσμες, ενώ, ταυτόχρονα, η αντίστοιχη, Rayleigh μειώνεται περισσότερο

Σχ. 4.7. Αυτό είναι εμφανές και στο όριο των χαμηλών συχνοτήτων ταλάντωσης, Ω ≃ 0,

όπου παρουσιάζεται σημαντική μείωση της T0, ευνοώντας την T±1. Σε αυτό το όριο, τα

αποτελέσματα είναι πανομοιότυπα με εκείνα που παίρνουμε από την αδιαβατική προσέγγιση,

όπου υπολογίζεται μια χρονικά εξαρτώμενη διέλευση (ή ανάκλαση), μέσω στατικών υπολο-

γισμών σε διαδοχικά στιγμιότυπα, μέσα σε μια περίοδο της ταλάντωσης της διηλεκτρικής

συνάρτησης[70, 39, 71].

Η πιθανότητα της μετάβασης εξαρτάται, εκτός από το ολοκλήρωμα αλληλεπικάλυψης των

καταστάσεων, και από την πυκνότητα της αρχικής (στο ωin) και των τελικών (στα ωin − Ω

και ωin + Ω) οπτικών καταστάσεων. ΄Ετσι, όταν το Ω αυξηθεί και ξεπεράσει το πλάτος

του συντονισμού, παρατηρείται εξασθένηση των ανελαστικών δεσμών, ενώ, ταυτόχρονα η

συνιστώσα Rayleigh T0 αυξάνεται και πάλι προς τη μονάδα. Γι΄ αυτό το λόγο, όταν η συ-

χνότητα ταλάντωσης γίνει μεγαλύτερη, η ταλάντωση δεν επηρεάζει το φάσμα της διέλευσης

ιδιαίτερα, αφού η πυκνότητα των οπτικών καταστάσεων μειώνεται δραστικά έξω από τον

συντονισμό. Στην περίπτωση, όμως, που άλλοι συντονισμοί είναι κοντά, η εικόνα αλλάζει

πολύ και εμφανίζονται έντονες οπτικές μεταβάσεις.

Στο Σχ. 4.5(a) απεικονίζονται και οι πέντε κορυφές στο φάσμα της διέλευσης της

στατικής περίπτωσης, όπως φαίνονται στο Σχ.4.3(b), για p-πολωμένο προσπίπτον φως



Σχήμα 4.5: (a) Το φάσμα διέλευσης της στατικής γεωμετρίας του Σχ.4.1(a), όταν προ-

σπίπτει κύμα με συχνότητα, ωina/c = 5.736, στο χαμηλότερο συντονισμό που φαίνεται στο

Σχ. 4.3(b) για p-πολωμένο φως, υπό γωνία θ = 3◦ αναφορικά με τον άξονα z. (b) Η

ελαστική Rayleigh συνιστώσα της διέλευσης και ανάκλασης, T0 και R0, αντίστοιχα, του

δυναμικού συστήματος για δεδομένη συχνότητα εισερχόμενου φωτός ωin, σε συνάρτηση με

την συχνότητα ταλάντωσης της διηλεκτρικής σταθεράς , Ωa/c, για η = 0.0045. (c) Οι α-

ντίστοιχες anti-Stokes (ωin+Ω) δέσμες, T−1 και R−1. (d) Οι αντίστοιχες Stokes (ωin−Ω)

δέσμες, T1 και R1. (e) Η συνολική απορρόφηση λόγω της χρονικής μεταβολής της σχετικής

διηλετρικής σταθεράς. Το αρνητικό πρόσημο υποδηλώνει απορρόφηση.
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σε γωνία θ = 3◦. Αρχικά, διατηρούμε σταθερή τη συχνότητα του προσπίπτοντος φωτός

ωina/c = 5.736 και θεωρούμε ότι η διηλεκτρική συνάρτηση ταλαντώνεται περιοδικά σύμφω-

να με την Εξ.4.1.

Αφού η αρχική πυκνότητα οπτικών καταστάσεων (στην ωin) παραμένει σταθερή και δεν

υπάρχουν κοντινοί συντονισμοί στις μικρότερες συχνότητες, αναμένουμε ότι, όσο αυξάνεται

το Ω, η διέλευση της ελαστικής και των ανελαστικών δεσμών θα εξαρτάται έντονα από

την πυκνότητα των οπτικών καταστάσεων στη συχνότητα ωin + Ω. ΄Οπως αναφέρθηκε και

παραπάνω, για μικρά πλάτη ταλάντωσης, η ελαστική συνιστώσα Rayleigh παραμένει κοντά

στη μονάδα, εκτός και αν η τελική κατάσταση βρίσκεται και εκείνη σε συντονισμό, όπου η

πυκνότητα καταστάσεων είναι και εκεί υψηλή. Η ανελαστική σκέδαση γίνεται πιο έντονη για

μεγαλύτερα πλάτη ταλάντωσης, όποτε διαλέξαμε η = 0.0045. Στα Σχ.4.5(b), 4.5(c), και

4.5(d) παρουσιάζονται οι συνιστώσες Rayleigh, anti-Stokes, και Stokes της διέλευσης και

της ανάκλασης, όπως υπολογίστηκαν από τη δυναμική μέθοδο LMS. Το αντίστοιχο φάσμα

της απορρόφησης φαίνεται στο Σχ.4.5(e), η οποία υπολογίζεται από τη σχέσηA = 1−T −R.

Υπενθυμίζουμε ότι τα υλικά δεν εμφανίζουν απώλειες, συνεπώς η ύπαρξη μη μηδενικής

απορρόφησης οφείλεται καθαρά στην ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ του ηλεκτρομαγνητικού

πεδίου και των χρονικά μεταβαλλόμενων σφαιρών.

Αρχικά, θα αναφερθούμε στην περιοχή που το Ωa/c ≡ Ω1a/c ≃ 0.011, όπου η διέλευ-

ση της ελαστικής δέσμης παρουσιάζει έντονη μείωση, όπως επίσης και τη ανάκλασή της.

Αυτή, συνοδεύεται από μια αύξηση στην ανελαστική δέσμη anti-Stokes, όπως και φαίνεται

στο Σχ. 4.5(c), ενώ η αντίστοιχη ανάκλαση παραμένει σχεδόν μηδενική. Τέτοια συμπεριφο-

ρά είναι συνηθισμένη σε μεταβάσεις τριπλού συντονισμού, όπου η συχνότητα ταλάντωσης,

στην περίπτωσή μας το Ω1, είναι ίση με τη διαφορά των συχνοτήτων του εισερχόμενου και

του εξερχόμενου κύματος ωout = ωin + Ω1, όταν και οι δύο ωin και ωout αντιστοιχούν σε

συντονισμούς. Σε αυτήν την περίπτωση εμφανίζεται μεταφορά ενέργειας στο εξερχόμενο

πεδίο, κάτι που φαίνεται από την έντονη πτώση στο φάσμα της απορρόφησης στο Σχ. 4.5(e),

για Ω = Ω1. Το αρνητικό πρόσημο της απορρόφησης υποδηλώνει ότι η ενέργεια εκπέμπε-

ται από το ταλαντούμενο σύστημα. Ενδιαφέρον παρουσιάζει ότι μικρές πτώσεις στο φάσμα

της απορρόφησης εμφανίζονται σε υποπολλαπλάσια του Ω1. Αυτά, αντιστοιχούν σε τριπλές

οπτικές μεταβάσεις που εμπλέκουν περισσότερα από ένα κβάντα της ταλάντωσης της διηλε-

κτρικής σταθεράς. Επίσης αξίζει να αναφερθεί ότι, όπως φαίνεται στο Σχ.4.5(d), η κορυφή
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που αντιστοιχεί στη δέσμη anti-Stokes δεν εμφανίζεται στην αντίστοιχη Stokes, κάτι που

εξηγείται εύκολα, αφού το εξερχόμενο κύμα στη συχνότητα ωout = ωin − Ω1 δεν αποτελεί

συχνότητα συντονισμού. Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται και για Ω = Ω3 και Ω = Ω4,

όμως το φαινόμενο είναι πιο ασθενές.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο συντονισμός που παρατηρείται για συχνότητα

ταλάντωσης Ω2, ο οποίος αντιστοιχεί σε απευθείας οπτικές μεταβάσεις από τον πρώτο στον

τρίτο συντονισμό [Σχ.4.5(a)], κάτι που υποδηλώνεται από την χαρακτηριστική κορυφή στην

απορρόφηση, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.5(e). Σε αυτήν την περίπτωση, όμως, δεν παρατηρε-

ίται εκπομπή ενέργειας από το ταλαντούμενο σύστημα, αλλά απορρόφηση. Η διέλευση και η

απορρόφηση της αντίστοιχης δέσμης anti-Stokes παρουσιάζουν και οι δύο απότομη πτώση,

ενώ δεν υπάρχει κάποιο ιδιαίτερο χαρακτηριστικό στο φάσμα της συνιστώσας Stokes. Ταυ-

τόχρονα, η διέλευση της Rayleigh εμφανίζει μια κορυφή η οποία είναι αρκετά μικρότερη σε

σχέση με την στατική περίπτωση. Αυτή η συμπεριφορά, αποδεικνύει ότι η συγκεκριμένες

οπτικές μεταβάσεις εμποδίζουν την εμπροσθοσκέδαση ή οπισθοσκέδαση του εξερχόμενου

κύματος στο μακρινό πεδίο, με αποτέλεσμα η ενέργεια να μένει εγκλωβισμένη μέσα στο

πλέγμα. Αυτό επιβεβαιώθηκε και με επιπλέον αναλυτικούς υπολογισμούς, χρησιμοποιώντας

τη προσέγγιση Born πρώτης τάξης, η οποία ανέδειξε ότι το σχετικό ολοκλήρωμα επικάλυ-

ψης μεταξύ του εισερχόμενου και εξερχόμενου κύματος, πρακτικά, μηδενίζεται, λόγω της

μορφής των πεδίων. Αυτό, όμως, δεν ισχύει όταν επιτρέπονται τα διάφορα κανάλια της

περίθλασης, δηλαδή όταν η συχνότητα του εξερχόμενου κύματος βρίσκεται πάνω από το

κατώφλι περίθλασης. Σε αυτήν την περίπτωση, το εξερχόμενο φως μπορεί αν εξέλθει μέσω

των δεσμών περίθλασης υψηλότερης τάξης και, έτσι, οι συγκεκριμένες τριπλές οπτικές μετα-

βάσεις, πλέον, εκδηλώνονται ως κορυφές στο φάσμα της διέλευσης της δέσμης anti-Stokes.

Αξίζει να αναφερθεί ότι για τιμές της συχνότητα Ωa/c από 0.02 έως 0.034, όπου δεν

υπάρχει κανένας οπτικός συντονισμός στο στατικό σύστημα, η διέλευση των δεσμών anti-

Stokes T−1 και Stokes T1 (R1) παραμένουν σε παρόμοια χαμηλά επίπεδα και παρουσιάζουν

πολύ ομαλές διακυμάνσεις, ενώ η αντίστοιχη απορρόφηση παραμένει σχεδόν μηδέν. Είναι,

λοιπόν, ξεκάθαρο ότι η ισχυρή ανελαστική σκέδαση συνοδεύεται από μεταφορά ενέργειας

και συμβαίνει όταν η συχνότητα ταλάντωσης Ω ταιριάζει με την διαφορά συχνοτήτων μετα-

ξύ δύο οπτικών συντονισμών (ή ακέραιο υποπολλαπλάσιο αυτών). Το πιο χαρακτηριστικό

παράδειγμα είναι για Ω = Ω1, όπου το προσπίπτον φως με συχνότητα ωin, εξέρχεται με



Σχήμα 4.6: Πάνω διάγραμμα: Σχηματική αναπαράσταση του περιοδικού πλέγματος αποτελο-

ύμενο από σφαίρες με χρονικά μεταβαλλόμενη διηλεκτρική σταθερά. Φως γωνιακής συχνότη-

τας ω προσπίπτει στο επίπεδο x-z υπό γωνία θ = 3◦ σε σχέση με τον άξονα z, με p πόλωση.

Η συχνότητα της ταλάντωσης της διηλεκτρικής σταθεράς είναι Ωa/c = Ω1a/c = 0.011

και το ωa/c μεταβάλλεται γύρω από το συντονισμό κοντά στο 5.736. Με την κατάλλη-

λη προσαρμογή του πλάτους της ταλάντωσης, μπορεί να επιτευχθεί ισχυρή μετρατροπή της

συχνότητας σε υψηλότερη τιμή. (a) Η ελαστική Rayleigh συνιστώσα της διέλευσης (συ-

νεχής γραμμή) και ανάκλασης (εστιγμένη γραμμή), T0 και R0, αντίστοιχα, του δυναμικού

συστήματος για τρεις διαφορετικές τιμές του πλάτους ταλάντωσης, η = 2 × 10−3
(ανοικτό

γκρι), η = 5 × 10−3
(σκούρο γκρι), και η = 6 × 10−3

(μαύρο). (b) Οι αντίστοιχες anti-

Stokes (ω +Ω1) δέσμες, T−1 και R−1. (c) Οι αντίστοιχες Stokes (ω − Ω1) δέσμες, T1 και

R1. (d) Η συνολική απορρόφηση λόγω της χρονικής μεταβολής της διηλετρικής σταθεράς.

Το αρνητικό πρόσημο υποδηλώνει απορρόφηση.
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συχνότητα ωin +Ω1 με διέλευση σχεδόν 40% και μηδενική ανάκλαση.

Γι αυτό, στη συνέχεια, θα εστιάσουμε στη οπτική μετάβαση από την ωin στην ωin +

Ω1, στην οποία εμφανίζεται πολύ έντονη ανελαστική εμπροσθοσκέδαση (διέλευση) και θα

εξετάσουμε την εξάρτηση αυτής σε σχέση με το πλάτος της ταλάντωσης, η, διατηρώντας

το Ω σταθερό στην Ω1. Θεωρούμε ότι το εισερχόμενο φως είναι p-πολωμένο, έχει γωνιακή

συχνότητα ω κοντά στην ωin και προσπίπτει στο πλέγμα στο επίπεδο x-z υπό γωνία θ = 3◦

σε σχέση με τον άξονα z.

Στο Σχ. 4.6(a) απεικονίζονται οι ελαστικές συνιστώσες την διέλευσης (συνεχείς γραμ-

μές) και της ανάκλασης (διακεκομμένες γραμμές), για τρεις διαφορετικές τιμές του η:

η = 2 × 10−3
(ανοικτό γκρι), η = 5 × 10−3

(σκούρο γκρι), και η = 6 × 10−3
(μαύρο).

Υπενθυμίζουμε ότι στην στατική περίπτωση (η = 0) στη συχνότητα ω = ωin ο οπτικός

συντονισμός παρουσιάζει διέλευση ίση με μονάδα.

Αυξάνοντας λίγο το πλάτος της ταλάντωσης, και συγκεκριμένα για η = 2 × 10−3
, πα-

ρατηρείται μια μικρή μείωση της ελαστικής συνιστώσας της διέλευσης, όπως φαίνεται στο

Σχ. 4.6(a). Αυτή η μείωση αποδίδεται στην εμφάνιση της μικρής κορυφής στη διέλευση

της ανελαστικής δέσμης anti-Stokes (T−1), όπως φαίνεται στο Σχ. 4.6(b). Αντίθετα, στο

Σχ. 4.6(c), δε φαίνεται να υπάρχει κάποια αξιόλογη μεταβολή ούτε στη διέλευση ούτε στην

ανάκλαση της δέσμης Stokes, παραμένοντας και οι δύο σε πολύ χαμηλά επίπεδα. Αυτό

έχει σαν αποτέλεσμα, τη μετατροπή της αρχικής συχνότητα σε μεγαλύτερη, αφού εμφα-

νίζεται μεταφορά ενέργειας, από την ελαστική δέσμη, προς τη διέλευση της anti-Stokes.

Η διαδικασία αυτή, είναι εμφανής και στο Σχ. 4.6(d), όπου η απορρόφηση παρουσιάζει μια

μικρή πτώση, της οποίας το αρνητικό πρόσημο υποδηλώνει ότι μεταφέρεται ενέργεια προς

το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο, από το περιοδικά μεταβαλλόμενο σύστημα.

Αν αυξήσουμε ακόμα περισσότερο το η κατά περίπου δυόμιση φορές (η = 5 × 10−3
),

παρατηρούμε μια μεγάλη εξασθένηση στη διέλευση της ελαστικής δέσμης, όπως φαίνεται στο

Σχ. 4.6(a). Αυτή η μείωση συνοδεύεται από μια μικρή αύξηση στην ανάκλαση της ελαστικής

δέσμης, αλλά το πιο σημαντικό είναι η πολύ μεγάλη αύξηση της διέλευσης της ανελαστικής

δέσμης T−1, η οποία φτάνει σχεδόν 45%. Η μεταφορά ενέργειας στη δέσμη Stokes είναι πιο

ασθενής, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.6(c). Η μεταφορά ενέργειας από το περιοδικά ταλαντο-

ύμενο σύστημα προς το Η/Μ πεδίο φαίνεται ξεκάθαρα από το φάσμα της απορρόφησης, το

οποίο απεικονίζεται στο Σχ. 4.6(d) με σκουρόχρωμη γκρι καμπύλη. Η απορρόφηση είναι



Σχήμα 4.7: Η ελαστική (ν = 0) και οι ανελαστικές (ν = ±1,±2,±3) δέσμες της διέλευσης,

Tν , και της ανάκλασης, Rν , ενός τετραγωνικού πλέγματος, με θεμελιώδη διανύσματα (a, 0)

και (0, a), που αποτελείται από σφαιρικούς σκεδαστές με ακτίνα R = 0.4a, οι οποίες έχουν

διηλεκτρική σταθερά που ταλαντώνεται περιοδικά με το χρόνο ϵ(t) = ϵ̄[1 + η sin (Ωt)], με

ϵ̄ = 12, και μαγνητική επιδεκτικότητα µ̄ = 1, στον αέρα, σε συνάρτηση με το πλάτος τα-

λάντωσης η. ΄Ενα μονοχρωματικό κύμα προσπίπτει στο επίπεδο x-z, υπό γωνία θ = 3◦, σε

σχέση με τον άξονα z, με πόλωση p και συχνότητα ωina/c = 5.736, η οποία αντιστοιχεί σε

συντονισμό. Η συχνότητα ταλάντωσης της διηλεκτρικής σταθεράς, Ωa/c = Ω1a/c = 0.011,

είναι ίση ακριβώς με την απόσταση μέχρι τον επόμενο συντονισμό, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.5.

Είναι φανερό ότι, όταν το πλάτος ταλάντωσης ξεπεράσει το 0.004, οι ανελαστικές δέσμες με-

γαλύτερης τάξης γίνονται σημαντικές, ενώ οι αντίστοιχες Stokes και anti-Stokes μειώνονται.

΄Οταν το η γίνει σχετικά μεγάλο (η ∼ 0.01), πλέον, κυριαρχεί η ελαστική συνιστώσα της

ανάκλασης. Για μεγάλα πλάτη ταλάντωσης, οι συντονισμοί του στατικού συστήματος έχουν

σημαντική μεταβολή στις συχνότητές τους και, έτσι, η παραπάνω συμπεριφορά μπορεί να ε-

ξηγηθεί με βάση την ημιστατική προσέγγιση. Συγκεκριμένα, η ταλάντωση της διηλεκτρικής

σταθεράς, προκαλεί ταλάντωση στη θέση της κορυφής του συντονισμού με την ίδια περίοδο

και με μέγιστη μετατόπιση ανάλογη του η. Αν αυτή η μετατόπιση είναι πολύ μεγαλύτερη

από το εύρος του συντονισμού, το ωin τον περισσότερο χρόνο είναι εκτός συντονισμού και

βρίσκεται σε περιοχή υψηλής ανακλαστικότητας.
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αρνητική, συνεπώς έχουμε ενίσχυση του Η/Μ πεδίου. Πολύ ενδιαφέρον παρουσιάζει το

γεγονός ότι αν αυξήσουμε ακόμα περισσότερο το πλάτος της ταλάντωσης, όπως φαίνεται

στο Σχ. 4.6(c), για η = 6×10−3
(μαύρη γραμμή), η δέσμη T−1 μειώνεται, ενώ η αντίστοιχη

ενίσχυση συνεχίζει να αυξάνεται [Σχ. 4.6(d)]. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι η μετα-

φορά της ενέργειας ενισχύεται λόγω της συνεισφοράς σε ανελαστικές δέσμες υψηλότερης

τάξης (Σχ. 4.7). Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω, είναι εμφανές ότι βελτιστοποιώντας το

πλάτος ταλάντωσης, μαζί με άλλες παραμέτρους του συστήματος, είναι δυνατόν κάποιος να

πετύχει μετατροπή σε υψηλότερες συχνότητες, με ταυτόχρονη πολύ ισχυρή εμπροσθοσκέδα-

ση. Τέλος, αξίζει να αναφερθεί, ότι μια εντελώς ανάλογη συμπεριφορά παρατηρείται αν τα

ωin και ωout αντιστραφούν, αλλά αυτή τη φορά ισχυρή θα είναι η δέσμη Stokes και έτσι θα

επιτυγχάνεται μετατροπή σε χαμηλότερες συχνότητες και απορρόφηση ενέργειας.

4.3.3 Πολυστρωματική χρονικά μεταβαλλόμενη δομή

Η δυναμική μεταεπιφάνεια που περιγράφηκε παραπάνω δίνει τη δυνατότητα για αλλαγή

της συχνότητας του προσπίπτοντος φωτός είτε αυξάνοντάς τη, είτε μειώνοντάς τη, και, ταυ-

τόχρονα, είναι πλήρως κατευθυντική, αφού λειτουργεί μόνο για τη διέλευση και όχι για την

ανάκλαση. Η παραπάνω ιδιότητα, η οποία εμφανίζεται λόγω της περιοδικής ταλάντωσης της

διηλεκτρικής σταθεράς των σφαιρών, παρουσιάζει πολύ μεγάλο τεχνολογικό ενδιαφέρον,

αφού μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή οπτικών μονωτών και φίλτρων με ταυ-

τόχρονη μεταβολή συχνοτήτων[16, 18, 43]. Το φαινόμενο αυτό, όμως, δεν παρουσιάζει μη

διατήρηση της συμμετρίας αντιστροφής, αφού δεν αλλάζει η συμπεριφορά της δομής είτε το

φως εισέλθει από τη μία πλευρά είτε από την άλλη. Αν, όμως συνδυαστεί με ένα φίλτρο συ-

χνοτήτων, είναι δυνατόν να κατασκευαστούν φίλτρα που επιτρέπουν τη διάδοση μόνο προς

τη μια κατεύθυνση. Πιο συγκεκριμένα, αν προστεθεί ένα στατικό φίλτρο, στο σύστημα

που συζητήθηκε στο Σχ. 4.6, το οποίο μπλοκάρει την ελαστική δέσμη, αλλά επιτρέπει την

διέλευση της κυρίαρχης ανελαστικής δέσμης, προκύπτει ένα σύστημα που μπλοκάρει το φως

για δεδομένη συχνότητα, αν εισέλθει από την πλευρά του στατικού φίλτρου, αλλά είναι σε

μεγάλο βαθμό διαφανές αν το φως προσπίπτει από την πλευρά του δυναμικού επιπέδου, χάρη

στο μηχανισμό αύξησης της συχνότητας.

΄Ενας δεύτερος τρόπος για να επιτευχθεί σπάσιμο της συμμετρίας αντιστροφής, είναι να

χρησιμοποιηθεί η ίδια περιοδική ταλάντωση, αλλά με μια διαφορά φάσης σε διαφορετικά ση-



Σχήμα 4.8: (a) Σχηματική αναπαράσταση του διπλού στρώματος, το οποίο αποτελείται από

δύο πανομοιότυπα τετραγωνικά πλέγματα σφαιρών, όπως αυτά του Σχ. 4.1(a), που βρίσκο-

νται σε σχετική απόσταση d = a μεταξύ τους, κατά μήκος του άξονα z. Στις σφαίρες και των

δύο επιπέδων η διηλεκτρική τους σταθερά ταλαντώνεται με τον ίδιο τρόπο (Ωa/c = 0.014 και

η = 4×10−3
), αλλά έχουν μια διαφορά φάσης ϕ. Φως γωνιακής συχνότητας ωina/c = 5.728

προσπίπτει κάθετα στη γεωμετρία, είτε από την πάνω πλευρά (μαύρο βέλος), είτε από την

κάτω (γκρι βέλος). (b) Η μεταβολή της ελαστικής Rayleigh (συνεχείς γραμμές) και της

anti-Stokes (διακεκομμένες γραμμές) συνιστώσας της διέλευσης, για φως που προσπίπτει

στη γεωμετρία του (a) από επάνω (μαύρες γραμμές) ή από κάτω (γκρι γραμμές), σε συ-

νάρτηση με τη διαφορά φάσης ϕ. (c) Η ελαστική και οι πρώτες ανελαστικές δέσμες της

διέλευσης για φως που προσπίπτει στη γεωμετρία του (a) από επάνω (μαύρες μπάρες) ή από

κάτω (γκρι μπάρες), για διαφορά φάσης ϕ = 0.04π.
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μεία της δομής[72, 73, 74], γιατί με αυτόν τον τρόπο σπάει η συμμετρία αντιστροφής χρόνου

για οποιαδήποτε στιγμή. Με βάση αυτή τη στρατηγική, μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα

τέτοιο φίλτρο, χρησιμοποιώντας δύο πλέγματα από σφαίρες με περιοδικά χρονικά μεταβαλ-

λόμενη διηλεκτρική σταθερά που δίνεται από την Εξ. (4.1), έχοντας το ίδιο πλάτος και

συχνότητα ταλάντωσης, αλλά με μια διαφορά φάσης. Τα δύο αυτά επίπεδα είναι όμοια με

αυτά που έχουμε περιγράψει μέχρι τώρα και το ένα είναι πάνω από το άλλο, όπως φαίνεται

στο Σχ. 4.8(a), σε μια σχετικά μεγάλη απόσταση, d = a. Η συντονισμοί των μεμονωμένων

σφαιρών αλληλεπιδρούν μεταξύ τους και γεννούν διαχωρισμένες καταστάσεις, σε αναλογία

με το σχηματισμό των μοριακών δεσμικών και αντιδεσμικών τροχιακών, λόγω της αλληλε-

πίδρασης των ατομικών καταστάσεων. Για παράδειγμα, οι διπλά εκφυλισμένες καταστάσεις

του μεμονωμένου επιπέδου για k∥ = 0 στη συχνότητα ωa/c = 5.736, όπως φαίνεται στο

Σχ. 4.3(a), δίνουν δύο διπλά εκφυλισμένους συντονισμούς στο διπλό επίπεδο, σε συχνότη-

τες ωa/c = 5.728 και 5.742, οι οποίες εκδηλώνονται ως πολύ οξείες κορυφές στο φάσμα της

διέλευσης. ΄Οπως και προηγουμένως, θέλοντας να πετύχουμε τριπλές οπτικές μεταβάσεις,

θεωρούμε προσπίπτον κύμα κάθετο στη δομή με συχνότητα ίση με εκείνη του πρώτου συντο-

νισμού, ωina/c = 5.728, και επιλέγουμε τη συχνότητα ταλάντωσης έτσι ώστε να ταιριάζει

με το δεύτερο συντονισμό, συγκεκριμένα Ωa/c = 0.014.

Επειδή η οπτική απόκριση του διπλού επιπέδου για δοσμένη φάση ϕ για πρόσπτωση από

επάνω είναι ίδια με τη φάση −ϕ με πρόσπτωση από κάτω, μπορούμε να περιορίσουμε την βελ-

τιστοποίηση που θα πραγματοποιήσουμε στο ανοικτό διάστημα 0 < ϕ < π. Για οποιαδήποτε

τιμή σε αυτό το εύρος, η διαφορά φάσης ϕ προκαλεί σπάσιμο της συμμετρίας αντιστροφής

χώρου και χρόνου του συστήματος και οδηγεί σε οπτική απόκριση με έλλειψη συμμετρίας

αμοιβαιότητας, (non reciprocity) όπως περιγράφεται από την ομάδα του S.Wan[73] για ένα

ζεύγος χρονικά μεταβαλλόμενων ακουστικών συντονιστών.

Με βάση τους υπολογισμούς μας, εμφανίζονται σχετικά έντονα φαινόμενα για πλάτος

ταλάντωσης η = 4 × 10−3
. Στο Σχ. 4.8(b) φαίνονται οι αντίστοιχες δέσμες Rayleigh και

anti-Stokes για τη διέλευση, για προσπίπτον φως κάθετα στη δομή από επάνω και από κάτω,

σε συνάρτηση με την διαφορά φάσης ϕ.

Μπορούμε να πετύχουμε ισχυρή κατευθυντική διέλευση, επιλεκτικά, χρησιμοποιώντας

διαφορά φάσης ϕ = 0.04π. Στην περίπτωση πρόσπτωσης από επάνω, το μεγαλύτερο μέρος

της διέλευσης οφείλεται στην T0, ενώ από την κάτω πλευρά υπερισχύει η διέλευση της
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T−1, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.8(c). Εναλλακτικά μπορεί να επιτευχθεί και ασυμμετρία για

τη συνολική διέλευση. Κάνοντας την αντίστοιχη βελτιστοποίηση, βρίσκουμε, τελικά, τις

παραμέτρους που φαίνονται στο Σχ. 4.9 και επιτυγχάνεται ,όπως φαίνεται στο ίδιο σχήμα,

διέλευση μεγαλύτερη κατά 2.6 φορές κατά την πρόσπτωση από την μια πλευρά σε σχέση με

την άλλη.

Σχήμα 4.9: Η ελαστική (ν = 0) και οι ανελαστικές (ν = ±1,±2,±3) δέσμες της διέλευσης,

Tν , ενός διπλού στρώματος, που αποτελείται από δύο πανομοιότυπα τετραγωνικά πλέγμα-

τα, που χαρακτηρίζονται από θεμελιώδη διανύσματα (a, 0) και (0, a), αποτελούμενα από

σφαιρικούς σκεδαστές ακτίνας R = 0.4a. Τα δύο επίπεδα απέχουν μεταξύ τους απόσταση

d = 1.56a, κατά μήκος του άξονα z, και βρίσκονται στον αέρα. Οι σφαίρες έχουν διηλεκτρι-

κή σταθερά που ταλαντώνεται περιοδικά με το χρόνο ϵ(t) = ϵ̄[1+η sin (Ωt+ ϕ)], με ϵ̄ = 12,

και μαγνητική επιδεκτικότητα µ̄ = 1. Και στα δύο πλέγματα οι ταλαντώσεις έχουν την ίδια

συχνότητα (Ωa/c = 0.0033) και πλάτος (η = 1.3 × 10−3
), αλλά έχουν μια διαφορά φάσης

ϕ = 0.38π. Φως γωνιακής συχνότητας ωina/c = 5.7515 προσπίπτει είτε από την πάνω

πλευρά (μαύρες μπάρες), είτε από την κάτω (γκρι μπάρες). Φαίνεται ότι, έχοντας διαλέξει

τις παραπάνω παραμέτρους, μετά από βελτιστοποίηση, δημιουργείται έντονο σπάσιμο συμ-

μετρίας αντιστροφής. ΄Οταν το κύμα προσπίπτει από την πάνω πλευρά η συνολική διέλευση

είναι περίπου 2.6 φορές μεγαλύτερη, σε σχέση με την πρόσπτωση από την άλλη πλευρά.
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4.4 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, αναπτύξαμε μια γενίκευση της φωτονικής μεθόδου LMS, η οποία

μπορεί να περιγράψει πλέγματα από σφαιρικούς σκεδαστές, στους οποίους η διηλεκτρική

σταθερά (ή άλλο χαρακτηριστικό) μεταβάλλεται περιοδικά με το χρόνο . Η μέθοδος αυτή

αποτελεί ένα ευέλικτο εργαλείο για την αναζήτηση νέων δομών με χωροχρονική περιοδικότη-

τα και μάλιστα με πολύ μικρή απαίτηση σε υπολογιστική ισχύ, σε σχέση με τις μεθόδους

πεπερασμένων στοιχείων ή πεπερασμένων διαφορών, ενώ, ταυτόχρονα, δίνει τη δυνατότητα

για μεγαλύτερη εμβάθυνση των φυσικών εννοιών. Επιπλέον, η προσθήκη απωλειών λόγω

υλικών ή/και ενός υποστρώματος ή ακόμα και μη σφαιρικών σκεδαστών είναι πολύ εύκολη,

κάνοντας τη μέθοδο κατάλληλη για να περιγράψει ρεαλιστικά τα πειράματα.

Τα αποτελέσματά μας, για δισδιάστατα πλέγματα, που αποτελούνται από διηλεκτρικές σφα-

ίρες υψηλού δείκτη διάθλασης, έδειξαν ότι εμφανίζονται φαινόμενα ισχυρής μη ελαστικής

σκέδασης, για συχνότητες κάτω από το όριο περίθλασης. Συγκεκριμένα, η ύπαρξη γειτο-

νικών συντονισμών υψηλής ποιότητας, που προέρχονται από τους συντονισμούς Mie των

μεμονωμένων σφαιρών, οι οποίοι μπορούν να ρυθμιστούν κατά βούληση με την κατάλληλη

επιλογή των γεωμετρικών παραμέτρων, επιτρέπει την πραγματοποίηση οπτικών μεταβάσεων.

Αυτές εκδηλώνονται ως ισχυρή μη ελαστική σκέδαση, όταν ικανοποιείται η συνθήκη του

τριπλού συντονισμού και συνοδεύονται με έλλειψη της συμμετρίας αντιστροφής. Ο παρα-

πάνω μηχανισμός οδηγεί σε ενισχυμένα φαινόμενα ακόμα και με μικρό πλάτος ταλάντωσης,

το οποίο μπορεί να επιτευχθεί πειραματικά ακόμα και στο υπέρυθρο.

Γενικά, η κατανόηση των οπτικών ιδιοτήτων των συστημάτων που μεταβάλλονται χρονικά,

έχει μεγάλες προοπτικές και μπορεί να οδηγήσει στη δημιουργία νέων πρωτότυπων συσκευ-

ών. Εκτός από τις άμεσες εφαρμογές, σχετικές με το σχεδιασμό φωτονικών κρυστάλλων και

επιφανειών που επιτρέπουν μονοκατευθυντική διάδοση, όπως η δημιουργία οπτικών μονωτών

και κυκλοφορητών με χρήση απλών διηλεκτρικών, ο έλεγχος των κυματικών φαινομένων με

τη χρήση χωροχρονικών Floquet δομών ανοίγει το δρόμο για νέες ανακαλύψεις σχετικές

με την αλληλεπίδραση ύλης-φωτός. Μια χρονική μεταβολή μπορεί να προκαλέσει την εμ-

φάνιση απορρόφησης ή ενίσχυσης ακόμα και σε υλικά που δεν έχουν απώλειες, κάτι που

μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την ανακάλυψη νέων επαναστατικών μεθόδων σχετικές με

την κυματοδήγηση, αποθήκευση και απορρόφηση του φωτός.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ
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Παράρτημα Αʹ

Συναρτήσεις Bessel και Hankel

Η μορφή των λύσεων της εξίσωσης Laplace για βαθμωτά πεδία, δηλαδή της∇2F (r) = 0,

σε κυλινδρικές συντεταγμένες έχει τη μορφή F (r) = Fν(x) exp(±qz+iνϕ), με r = (ρ, ϕ, z)

το διάνυσμα της θέσης σε κυλινδρικές συντεταγμένες και x = qρ. Η Fν(x) είναι το ακτινικό

μέρος της λύσης και δίνεται μέσω της εξίσωσης Bessel

F ′′
ν (x) +

1

x
F ′
ν(x) +

(
1− ν2

x2

)
Fν(x) = 0. (Αʹ.1)

Η Εξ. (Αʹ.1) αποτελεί διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης και για κάθε ν έχει δύο γραμμικά

ανεξάρτητες λύσεις. Αυτές οι δύο λύσεις εξαρτώνται με το αν το ν είναι ακέραιος ή όχι.

Στην περίπτωση που δεν είναι τότε οι λύσεις είναι οι συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους με

τάξη ±ν

Jν(x) =
(x
2

)ν ∞∑
s=0

(−1)s

s!Γ(s+ ν + 1)

(x
2

)2s
J−ν(x) =

(x
2

)−ν
∞∑
s=0

(−1)s

s!Γ(s− ν + 1)

(x
2

)2s
.

(Αʹ.2)

Στην περίπτωση που το ν είναι ακέραιος η πρώτη λύση είναι της μορφής

J−n(x) = (−1)nJn(x) (Αʹ.3)

ενώ η δεύτερη είναι συνάρτηση Bessel δεύτερου είδους
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Nν(x) =
Jν(x) cos(νπ)− J−ν(x)

sin(νπ)
(Αʹ.4)

η οποία υπολογίζεται οριακά για ν → n. Η μόνες λύσεις (της Εξ. (Αʹ.1)) από όλες

τις παραπάνω που αναφέρθηκαν, οι οποίες δεν απειρίζονται για x = 0 είναι η συναρτήσεις

Bessel πρώτου είδους.

Επίσης, πρέπει να αν αναφερθεί ότι οι Bessel ικανοποιούν τις παρακάτω αναγωγικές

σχέσεις

Fν−1(x) + Fν+1(x) =
2ν

x
Fν(x)

Fν−1(x)− Fν+1(x) = 2F ′
ν(x).

(Αʹ.5)

Επιπλέον είναι δυνατόν να γίνει ο υπολογισμός των Bessel πρώτου είδους και μέσω των

ολοκληρωτικών σχέσεων

Jν(x) =
1

π

∫ π

0
dϕ cos(x sinϕ− νϕ)

=
1

πiν

∫ π

0
dϕe(ix cosϕ) cos(νϕ)

=
1

2πiν

∫ 2π

0
dϕei(z cosϕ+νϕ).

(Αʹ.6)

Επίσης ισχύουν και οι εξής αθροιστικές ταυτότητες

∞∑
n=−∞

Jn(x) =

∞∑
n=−∞

J2
n(x) = 1

e(ix cosϕ) =
∞∑

n=−∞
inJn(x)e

(inϕ).

(Αʹ.7)

Θα αναφερθούμε τώρα στην εξίσωση Helmholtz για βαθμωτά πεδία, η οποία είναι η

∇2F (r) + q2F (r) = 0. Η λύσεις αυτής έχουν τη μορφή F (r) =
∑

ℓm fℓ(qr)Yℓm(r̂), όπου

Yℓm(r̂) οι σφαιρικές αρμονικές, ενώ το r̂ περιέχει την εξάρτηση από τις γωνίες θ, ϕ του

διανύσματος r στις σφαιρικές συντεταγμένες. Επίσης το fℓ(qr) είναι το ακτινικό μέρος της

λύσης και ικανοποιεί την εξίσωση

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+ q2 − ℓ(ℓ+ 1)

r2

]
fℓ(qr) = 0 (Αʹ.8)
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η οποία μπορει να γραφεί ως

f ′′ℓ (x) +
2

x
f ′ℓ(x) +

[
1− ℓ(ℓ+ 1)

x2

]
fℓ(x) = 0, x = qr, (Αʹ.9)

αφού γραφτεί ο τελεστής∇2
σε σφαιρικές συντεταγμένες. Η παραπάνω εξίσωση επιδέχε-

ται δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις για δεδομένο ℓ. Τέτοιες είναι οι σφαιρικές συναρτήσεις

Bessel, Neumann, Hankel πρώτου ή δεύτερου είδους, οι οποίες δίνονται, αντίστοιχα, από

τις παρακάτω σχέσεις

jℓ(x) =

√
π

2x
Jℓ+1/2(x) = (2x)ℓ

∞∑
s=0

(−1)s(s+ ℓ)!

s!(2s+ 2ℓ+ 1)!
x2s

nℓ(x) =

√
π

2x
Nℓ+1/2(x) = 2(−2x)−ℓ−1

∞∑
s=0

(−1)s(s− ℓ)!

s!(2s− 2ℓ)!
x2s

h+ℓ (x) = jℓ(x) + inℓ(x)

h−ℓ (x) = jℓ(x)− inℓ(x).

(Αʹ.10)

Παρόμοια με προηγουμένως οι μόνες συναρτήσεις από τις παραπάνω, οι οποίες δε μηδε-

νίζονται στη θέση x = 0 είναι οι Bessel. Ισχύουν και εδώ οι παρακάτω αναγωγικές σχέσεις

xf ′ℓ(x) = ℓfℓ(x)− xfℓ+1(x)

(2ℓ+ 1)fℓ(x) = xfℓ−1(x) + xfℓ+1(x)

xfℓ−1(x) = xf ′ℓ(x) + (ℓ+ 1)fℓ(x)

(2ℓ+ 1)f ′ℓ(x) = ℓfℓ−1(x)− (ℓ+ 1)fℓ+1(x).

(Αʹ.11)

Επίσης αξίζει να δοθεί και η σχέση της ορίζουσας Wronski∣∣∣∣∣∣ jℓ(x) nℓ(x)

j′ℓ(x) n′ℓ(x)

∣∣∣∣∣∣ = 1

x2
. (Αʹ.12)

Τέλος θα αναφέρουμε τη συμπεριφορά των λύσεων που αναφέρθηκαν για δύο ειδικές

περιπτώσεις.

Αρχικά στην περίπτωση που x≫ 1 ισχύει
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jℓ(x≫ 1) ∼ 1

x
sin

(
x− ℓπ

2

)
nℓ(x≫ 1) ∼ −1

x
cos

(
x− ℓπ

2

)
h+ℓ (x≫ 1) ∼ (−i)ℓ+1 e

ix

x

h−ℓ (x≫ 1) ∼ iℓ+1 e
−ix

x

(Αʹ.13)

ενώ για x≪ 1) ισχύει

jℓ(x≪ 1) ∼ xℓ

(2ℓ+ 1)!

nℓ(x≪ 1) ∼ −(2ℓ− 1)!

xℓ+1
.

(Αʹ.14)



Παράρτημα Βʹ

Οι σφαιρικές Αρμονικές

Στο Παράρτημα Α΄ αναφερθήκαμε στο ακτινικό μέρος των λύσεων της εξίσωσης Hel-

mholtz. Το γωνιακό μέρος των λύσεων είναι οι σφαιρικές αρμονικές που συμβολίζονται με

Yℓm(r̂) και ικανοποιούν την παρακάτω διαφορική εξίσωση

∇2Yℓm(r̂) =

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

]
Yℓm(r̂)

= −L2

r2
Yℓm(r̂) = −ℓ(ℓ+ 1)

r2
Yℓm(r̂),

(Βʹ.1)

όπου L είναι ο τελεστής της στροφορμής. Στο μοναδιαίο r̂ συμπεριλαμβάνεται η εξάρτηση

από τις γωνίες θ, ϕ του διανύσματος r σε σφαιρικές συντεταγμένες. Οι σφαιρικές αρμονικές

είναι οι εξής

Yℓm(r̂) = (−1)m

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ, (Βʹ.2)

όπου ℓ = 0, 1, 2, · · · ,m = −ℓ,−ℓ+1, · · · , ℓ−1, ℓ και τα Pm
ℓ (cos θ) είναι τα προσαρτημένα

πολυώνυμα Legendre που δίνονται από την παρακάτω σχέση

Pm
ℓ (x) =

1

2ℓℓ!

(
1− x2

)m/2 dℓ+m

dxℓ+m

(
x2 − 1

)ℓ
, x = cos θ, για m > 0. (Βʹ.3)

Στην περίπτωση που m < 0 ισχύει
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P−m
ℓ (x) = (−1)m

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (x) (Βʹ.4)

Λαμβάνοντας υπόψη τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι

Y ∗
ℓm(r̂) = (−1)mYℓ−m(r̂) (Βʹ.5)

και

Yℓm(−r̂) = (−1)ℓYℓm(r̂)

Yℓm(θ = 0, ϕ) =

√
2ℓ+ 1

4π
δm0.

(Βʹ.6)

Οι σφαιρικές αρμονικές Yℓm(r̂) ικανοποιούν τις εξής σχέσεις ορθογωνιότητας και πλη-

ρότητας ∫
dΩYℓm(r̂)Y ∗

ℓ′m′(r̂) = δℓℓ′δmm′∑
ℓm

Yℓm(r̂)Y ∗
ℓm

(
r̂′
)
= δ

(
r̂− r̂′

) (Βʹ.7)

και ταυτόχρονα ισχύει και το θεώρημα άθροισης

ℓ∑
m=−ℓ

|Yℓm(r̂)|2 = 2ℓ+ 1

4π
. (Βʹ.8)

Επιπλέον υπάρχουν και οι ακόλουθες σχέσεις, οι οποίες συνδέουν σφαιρικές αρμονικές

διάφορων τάξεων

cos θYℓm(r̂) = ζmℓ+1Yℓ+1m(r̂) + ζmℓ Yℓ−1m(r̂)

eiϕ sin θYℓm(r̂) = 2
(
γ−m
ℓ Yℓ−1m+1(r̂)− γm+1

ℓ+1 Yℓ+1m+1(r̂)
)

e−iϕ sin θYℓm(r̂) = 2
(
γ−m+1
ℓ+1 Yℓ+1m−1(r̂)− γmℓ Yℓ−1m−1(r̂)

)
m cot θYℓm(r̂) = −

[
αm
ℓ e

−iϕYℓm+1(r̂) + α−m
ℓ eiϕYℓm−1(r̂)

]
,

(Βʹ.9)

ενώ ισχύουν και οι
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∂Yℓm(r̂)

∂θ
= αm

ℓ e
−iϕYℓm+1(r̂)− α−m

ℓ eiϕYℓm−1(r̂)

= iψℓXℓm,ϕ(r̂)

∂Yℓm(r̂)

∂ϕ
= imYℓm(r̂)

= −iψℓ sin θXℓm,θ(r̂).

(Βʹ.10)

Επιπλέον ισχύει και η παρακάτω σχέση

∇ [fℓ(qr)Yℓm(r̂)] = fℓ(qr)∇Yℓm(r̂) + qf ′ℓ(qr)Yℓm(r̂)r̂

= iψℓ
fℓ(qr)

r

(
Xℓm,ϕ(r̂)θ̂ −Xℓm,θ(r̂)ϕ̂

)
+ qf ′ℓ(qr)Yℓm(r̂)r̂

(Βʹ.11)

.

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με τις διανυσματικές σφαιρικές αρμονικές.

Αυτές συμβολίζονται με Xℓm(r̂) και ορίζονται από την σχέση

ψℓXℓm(r̂) = LYℓm(r̂) ≡ −ir×∇Yℓm(r̂) (Βʹ.12)

όπου ψℓ =
√
ℓ(ℓ+ 1).

Τα r, θ, ϕ αντιστοιχούν στα μοναδιαία διανύσματα και στις αντίστοιχες συνιστώσες στο

σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων. Εξ΄ ορισμού X00(r̂) = 0 και στην περίπτωση που ℓ ≥ 1

ψℓXℓm(r̂) =
[
α−m
ℓ cos θeiϕYℓm−1(r̂)−m sin θYℓm(r̂)

+αm
ℓ cos θe−iϕYℓm+1(r̂)

]
θ̂

+ i
[
α−m
ℓ eiϕYℓm−1(r̂)− αm

ℓ e
−iϕYℓm+1(r̂)

]
ϕ̂

= α−m
ℓ Yℓm−1(r̂) (êx + iy) +mYℓm(r̂)êz

+ αm
ℓ Yℓm+1(r̂) (êx − iêy) .

(Βʹ.13)

όπου αm
ℓ = 1

2 [(ℓ−m)(ℓ+m+ 1)]1/2.

Λαμβάνοντας υπόψη ότι L2Yℓm = ℓ(ℓ+1)Yℓm και L
2L = LL2

καταλήγουμε ότι L2Xℓm(r̂) =

ℓ(ℓ+ 1)Xℓm(r̂).

Από την (Βʹ.12) προκύπτει
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X∗
ℓm(r̂) = (−1)m+1Xℓ−m(r̂) (Βʹ.14)

και

Xℓm(r̂)× r̂ = Xℓm,ϕ(r̂)θ̂ −Xℓm,θ(r̂)ϕ̂ =
−ir∇Yℓm

ψℓ
(Βʹ.15)

καθώς και

r̂×Xℓm(r̂)× r̂ = Xℓm(r̂). (Βʹ.16)

Στη συνέχεια παρατίθενται κάποιες πολύ σημαντικές σχέσεις που περιγράφουν τη δράση

των τελεστών ∇× και ∇· στις Xℓm(r̂):

∇×Xℓm(r̂) =
1

r

[
iψℓYℓm(r̂)r̂−Xℓm,ϕ(r̂)θ̂ +Xℓm,θ(r̂)ϕ̂

]
=

1

r
[iψℓYℓm(r̂)r̂−Xℓm(r̂)× r̂]

=
i

ψℓ

[
ψ2
ℓ

r
Yℓm(r̂)r̂+∇Yℓm(r̂)

] (Βʹ.17)

και

∇ ·Xℓm(r̂) = 0. (Βʹ.18)

Αν λάβουμε υπόψη τις Σχέσεις (Βʹ.17),(Βʹ.18) προκύπτουν και οι εξής σχέσεις

∇× fℓ(x)Xℓm(r̂) = q

{
iψℓ

fℓ(x)

x
Yℓm(r̂)r̂−

[
f ′ℓ(x) +

fℓ(x)

x

]
Xℓm(r̂)× r̂

}
∇ · [fℓ(x)Xℓm(r̂)] = 0

∇2 [fℓ(x)Xℓm(r̂)] = −∇× [∇× fℓ(x)Xℓm(r̂)] = −q2fℓ(x)Xℓm(r̂)

(Βʹ.19)

όπου x = qr. Για να εξάγουμε την τελευταία σχέση χρησιμοποιήσαμε ότι

∇{∇ · [fℓ(x)Xℓm(r̂)]} = ∇ [∇fℓ(x) ·Xℓm(r̂) + fℓ(x)∇ ·Xℓm(r̂)]

= ∇ [∇fℓ(x) ·Xℓm(r̂)] = 0.
(Βʹ.20)
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Επίσης οι Xℓm(r̂) ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις ορθογωνιότητας∫
dΩXℓm(r̂) ·X∗

ℓ′m′(r̂) = δℓℓ′δmm′∫
dΩXℓm(r̂) · [r̂×X∗

ℓ′m′(r̂)] = 0,

(Βʹ.21)

με τη βοήθεια των οποίων καταλήγουμε στη παρακάτω σχέση

∑
ℓm

{
A(1)

ℓm(r)Xℓm(r̂) +A(2)
ℓm(r) [r̂×Xℓm(r̂)]

}
= 0

⇒ A(1)
ℓm(r) = 0 = A(2)

ℓm(r).

(Βʹ.22)

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι∫
dΩXℓm(r̂) · ∇ × [f(r)X∗

ℓ′m′(r̂)] = 0, (Βʹ.23)

και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (Βʹ.7) και (Βʹ.13) προκύπτει ότι∫
dΩYℓm(r̂)X∗

ℓ′m′(r̂) =
δℓℓ′

ψℓ

[
δm+1m′α−m′

ℓ′ (êx − iêy)

+δmm′mêz + δm−1m′αm′
ℓ′ (êx + iêy)

] (Βʹ.24)

και

∫
dΩYℓm(r̂)Y ∗

ℓ′m′(r̂)r̂ = δm+1m′
(
−γm+1

ℓ+1 δℓ+1ℓ′ + γ−m
ℓ δℓ−1ℓ′

)
(êx − iêy)

+ δm−1m′
(
γ−m+1
ℓ+1 δℓ+1ℓ′ − γmℓ δℓ−1ℓ′

)
(êx + iêy)

+ δmm′
(
ζmℓ+1δℓ+1ℓ′ + ζmℓ δℓ−1ℓ′

)
êz,

(Βʹ.25)

όπου γmℓ = [(ℓ+m)(ℓ+m−1)]1/2

2[(2ℓ−1)(2ℓ+1)]1/2
και ζmℓ = [(ℓ+m)(ℓ−m)]1/2

[(2ℓ−1)(2ℓ+1)]1/2
.



Παράρτημα Γʹ

Αλλαγή βάσης κυμάτων

Στο παράτημα αυτό παρατίθεται η απόδειξη της σχέσης

∑
Rn

e(ik∥·Rn)h+ℓ (qrn)Yℓm (r̂n) =
∑
g

2π(−i)ℓ

qA0K
+
g;z
Yℓm

(
K̂s

g

)
e(iK

s
g·r). (Γʹ.1)

Τα σύμβολα της παραπάνω σχέσης ορίζονται στο κυρίως κείμενο στο Κεφ.1. Για το λόγο

αυτό αρχικά θα αναφερθούμε στη συνάρτηση Green για την εξίσωση Helmholtz για τα

βαθμωτά πεδία,
(
∇2 + q2

)
F (r) = 0. Η συνάρτηση Green στη φασματική αναπαράσταση

της παίρνει τη μορφή

g
(
r, r′;κ

)
= lim

ε→0

1

V

∑
q

eiq·(r−r′)

(κ+ iε)2 − q2
. (Γʹ.2)

Στον συνεχή χώρο των q η σχέση γράφεται

g
(
r, r′;κ

)
=

1

(2π)3
lim
ε→0

∫
d3q

eiq·(r−r′)

(κ+ iε)2 − q2

=
1

(2π)3
lim
ε→0

∫
d2q∥

∫
dqz

eiq·(r−r′)

(κ+ iε)2 − q2∥ − q2z

= − 1

(2π)3
lim
ε→0

∫
d2q∥

eiq∥·(r−r′)∥

2
√
κ2 − q2∥

∫
dqze

iqz(z−z′)

×

 1

qz −
√

(κ+ iε)2 − q2∥

− 1

qz +
√

(κ+ iε)2 − q2∥

 ,

(Γʹ.3)
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όπου ο δείκτης ∥ δηλώνει τη xy συνιστώσα του διανύσματος. Χρησιμοποιώντας το λήμμα

του Jordan, υπολογίζουμε τα δύο ολοκληρώματα στην αγκύλη και τελικά καταλήγουμε

g
(
r, r′;κ

)
=

i

2(2π)2

∫
d2q∥

eiq±·(r−r′)√
κ2 − q2∥

, (Γʹ.4)

με

q± = q∥ ±
√
κ2 − q2∥ êz, +(−)γιαz − z′ > 0(< 0). (Γʹ.5)

Αξίζει να σημειωθεί ότι η επιλογή των r, r′ είναι αυθαίρετη. Εμείς επιλέγουμε το r′ στο

επίπεδο xy, έτσι ώστε η εξίσωση (Γʹ.5) να ισχύει για τη σύμβαση +(−) για z > (<)0.

Μια μαθηματική ταυτότητα χρήσιμη για την έκφραση των εξερχόμενων σφαιρικών κυ-

μάτων γύρω από μια θέση Rn′ ως εισερχόμενα σε μια άλλη θέση Rn είναι η

eiq·r = 4π
∑
ℓm

iℓjℓ(qr)Yℓm(r̂)Y k
ℓm(q̂). (Γʹ.6)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (Γʹ.6) και (Βʹ.6) η (Γʹ.4) γράφεται

g
(
r, r′;κ

)
=

1

2π

∑
ℓm

(−i)ℓ+1jℓ
(
κr′
)
Y ∗
ℓm

(
r̂′
) ∫

d2q∥
e(iq±·r)√
κ2 − q2∥

Yℓm (q̂±) . (Γʹ.7)

Η συνάρτηση Green για r′ > r δίνεται από την έκφραση

g
(
r, r′;κ

)
= − eiκ|r−r′|

4π |r− r′|
= −iκ

∑
ℓm

jℓ
(
κr′
)
h+ℓ (κr)Yℓm(r̂)Y ∗

ℓm

(
r̂′
)
. (Γʹ.8)

Αν λάβουμε υπόψη την ορθογωνιότητα των σφαιρικών αρμονικών και συγκρίνουμε τις τε-

λευταίες δύο σχέσεις προκύπτει

h+ℓ (κr)Yℓm(r̂) =
(−i)ℓ

2πκ

∫
d2q∥

e(iq±·r)√
κ2 − q2∥

Yℓm (q̂±) , (Γʹ.9)

και για r → rn ισχύει
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∑
Rn

e(ik∥·Rn)h+ℓ (κrn)Yℓm (r̂n) =
(−i)ℓ

2πκ

∫
d2q∥

Yℓm (q̂±)√
κ2 − q2∥

×
∑
Rn

ei(k∥·Rn+q±·rn).

(Γʹ.10)

Επειδή rn = r−Rn με Rn να είναι στο επίπεδο xy και χρησιμοποιώντας τη σχέση (Γʹ.5)

προκύπτει ∑
Rn

ei(k∥·Rn+q±·rn) = e(i±·r)
∑
Rn

ei(k∥−q∥)·Rn , (Γʹ.11)

ενώ λαμβάνοντας υπόψη τη

∑
Rn

ei(k∥−q∥)·Rn =
(2π)2

A0

∑
g

δ
(
k∥ − q∥ + g

)
, (Γʹ.12)

και τις (Γʹ.10) και (Γʹ.11) προκύπτει η αρχική σχέση (Γʹ.1) που θέλαμε να αποδείξουμε.

Μένει να αποδειχτεί η σχέση (Γʹ.12). Με δεδομένη τη σχέση

∑
Rn

e(ik·Rn) =

 N, k = g

0, k ̸= g
= N

∑
g

δkg , (Γʹ.13)

με k : διακριτό, όπου τα Rn και g, τα διανύσματα του ευθέως και του αντιστρόφου πλέγμα-

τος, αντίστοιχα, δkg το δέλτα του Kronecker και N το πλήθος των πλεγματικών σημείων.

Επομένως ισχύει

∑
k

δkg = 1 (Γʹ.14)

. Παίρνοντας το χώρο των k συνεχή, η σχέση (Γʹ.14) γράφεται

V

(2π)3

∫
d3k (δkg) = 1. (Γʹ.15)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι ∫
d3kδ(k− g) = 1, (Γʹ.16)
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παίρνουμε τελικά

(δkg) =
(2π)3

V
δ(k− g). (Γʹ.17)

Χρησιμοποιώντας ότι V = NV0, με V0 τον όγκο της θεμελιώδους κυψελίδας η Σχέση

(Γʹ.13), τελικά, παίρνει τη μορφή

∑
Rn

e(ik·Rn) =
(2π)3

V0

∑
g

δ(k− g). (Γʹ.18)

Η απόδειξη που παρουσιάστηκε αναφέρεται σε ένα 3D σύστημα. Στις δύο διαστάσεις,

μπορεί κάποιος να πάρει τη ζητούμενη σχέση, με την αντιστοίχηση k → k∥ − q∥.



Παράρτημα Δʹ

Αλλαγή κέντρου σκέδασης και

σταθερές δομής

Σε αυτή την παράγραφο θα κάνουμε μια μαθηματική εισαγωγή για το πώς μπορούμε να

γράψουμε τις αναπτύξεις των κυμάτων γύρω από διαφορετικές θέσεις του χώρου (ομοιο-

γενούς μέσου). Αυτή η μαθηματική εργασία, αν και κοπιώδης, θα μας φανεί χρήσιμη στη

συνέχεια, όταν στις θέσεις αυτές του χώρου προσθέσουμε σκεδαστές για να περιγράψουμε

την πολλαπλή σκέδαση. Για να εκφράσουμε λοιπόν τα εξερχόμενα σφαιρικά κύματα γύρω

από μια θέση Rn′ ως εισερχόμενα σε μια άλλη θέση Rn χρησιμοποιούμε τις μαθηματικές

ταυτότητες
1

eiq·r = 4π
∑
ℓm

iℓjℓ(qr)Yℓm(r̂)Y ∗
ℓm(q̂) , (Δʹ.1)

eiqr−r′

r− r′
= 4πiq

∑
ℓm

jℓ(qr<)h
+
ℓ (qr>)Yℓm(r̂)Y ∗

ℓm(r̂′) , (Δʹ.2)

από τις οποίες προκύπτει
2

h+ℓ′ (qrn′)Yℓ′m′(r̂n′) =
∑
ℓm

Gℓ′m′;ℓm(Rnn′ ; q)jℓ(qrn)Yℓm(r̂n) (rn < Rnn′) , (Δʹ.3)

1G. B. Arfken and H. J. Weber, Mathematical Methods for Physicists (Academic Press, International
edition, 1995).

2F. S. Ham and B. Segall, ”Energy Bands in Periodic Lattices-Green’s Function Method,” Phys. Rev.
124, 1786 (1961).
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όπου Rnn′ = Rn −Rn′ , rn′ = r −Rn′ και rn = r −Rn. Οι συντελεστές Gℓm;ℓ′m′ στην

παραπάνω έκφραση δίνονται από την

Gℓm;ℓ′m′(Rnn′ ; q) = 4π
∑
ℓ′′m′′

(−1)(ℓ−ℓ′−ℓ′′)/2 (−1)m
′+m′′

Bℓm(ℓ′′m′′; ℓ′m′)

× h+ℓ′′(qRnn′)Yℓ′′−m′′( ˆRnn′) , (Δʹ.4)

με

Bℓm(ℓ′′m′′; ℓ′m′) =

∫
dΩ Yℓm(r̂)Yℓ′−m′(r̂)Yℓ′′m′′(r̂) . (Δʹ.5)

Τελικά, αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν και για τα εξερχόμενα διανυσματικά σφαιρικά κύματα

HL′(rn′) =
∑
L

Ωnn′
LL′JL(rn) (rn < Rnn′) (Δʹ.6)

όπου τα στοιχεία του πίνακα Ω υπολογίζονται στο παρόν Παράρτημα. Στη συνέχεια θα γίνει

ο υπολογισμός του πίνακα Ω που τα στοιχεία του είναι οι σταθερές δομής. Από τη σχέση

(1.22), η οποία συνδέει δύο εγκάρσια κύματα σφαιρικά κύματα, μπορούμε αν δράσουμε τον

τελεστή (i/q)∇× στη (Δʹ.6) για P = H να τη συγκρίνουμε με την αντίστοιχη P = E και

να συμπεράνουμε ότι Ωnn′
Eℓm;Eℓ′m′ = Ωnn′

Hℓm;Hℓ′m′ και Ωnn′
Eℓm;Hℓ′m′ = −Ωnn′

Hℓm;Eℓ′m′ . ΄Αρα, θα

χρειαστεί να υπολογιστούν μόνο τα Ωnn′
Hℓm;Hℓ′m′ ,Ωnn′

Eℓm;Hℓ′m′ . Εύκολα φαίνεται ότι

Ωnn′
Hℓm;Hℓ′m′ =

∫
dΩr̂nHHℓ′m′ (rn′) ·X∗

ℓm (r̂n)

jℓ (qrn)
(Δʹ.7)

και χρησιμοποιώντας τις (Βʹ.19) και (Βʹ.21)έχουμε ότι

Ωnn′
Eℓm;Hℓ′m′ = −

qrn
∫
dΩr̂nHHℓ′m′ (rn′) · r̂nY ∗

ℓm (r̂n)

ψℓjℓ (qrn)
. (Δʹ.8)

Στη συνέχεια θα αναπτύξουμε το κύμαHHℓ′m′ (rn′), το οποίο είναι εξερχόμενο από τη θέση

Rn′ σε βαθμωτά εισερχόμενα κύματα ως προς τις υπόλοιπες θέσειςRn. Λαμβάνοντας υπόψη
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τις (Βʹ.13) και (Δʹ.3) προκύπτει ότι

HEℓ′m′ (rn′) =
1

ψℓ′

∑
ℓ′′m′′

[
α−m′

ℓ′ Gℓ′m′−1;ℓ′′m′′ (Rnn′ ; q) (êx + iêy) +m′Gℓ′m′;ℓ′′m′′ (Rnn′ ; q) êz

+αm′
ℓ′ Gℓ′m′+1;ℓ′′m′′ (Rnn′ ; q) (êx − iêy)

]
jℓ′′ (qrn)Yℓ′′m′′ (r̂n) ,

(Δʹ.9)

όπου το αm
ℓ δίνεται από τη Σχ.(1.30). Συνδυάζοντας τις σχέσεις (Δʹ.7) και (Δʹ.9) προκύπτει

Ωnn′
Hℓm;Hℓ′m′ = Ωnn′

Eℓm;Eℓ′m′ =
1

ψℓψℓ′

[
2α−m

ℓ α−m′

ℓ′ Gℓ′m′−1;ℓm−1 (Rnn′ ; q)

+mm′Gℓ′m′;ℓm (Rnn′ ; q) + 2αm
ℓ α

m′
ℓ′ Gℓ′m′+1;ℓm+1 (Rnn′ ; q)

]
.

(Δʹ.10)

Χρησιμοποιώντας τις (Δʹ.9) και (Βʹ.25) στην (Δʹ.8) έχουμε

Ωnn′
Eℓm;Hℓ′m′ = − 1

ψℓψℓ′

qrn
jℓ (qrn)

[
jℓ+1 (qrn)F+

ℓ′m′;ℓm + jℓ−1 (qrn)F−
ℓ′m′;ℓm

]
, (Δʹ.11)

με

F+
ℓm;ℓ′m′ = 2α−m

ℓ γ−m′+1
ℓ′+1 Gℓm−1;ℓ′+1m′−1 (Rnn′ ; q) +mζm

′
ℓ′+1Gℓm;ℓ′+1m′ (Rnn′ ; q)

− 2αm
ℓ γ

m′+1
ℓ′+1 Gℓm+1;ℓ′+1m′+1 (Rnn′ ; q)

F−
ℓm;ℓ′m′ = −2α−m

ℓ γm
′

ℓ′ Gℓm−1;ℓ′−1m′−1 (Rnn′ ; q) +mζm
′

ℓ′ Gℓm;ℓ′−1m′ (Rnn′ ; q)

+ 2αm
ℓ γ

−m′

ℓ′ Gℓm+1;ℓ′−1m′+1 (Rnn′ ; q)

(Δʹ.12)

και

γmℓ =
[(ℓ+m)(ℓ+m− 1)]1/2

2[(2ℓ− 1)(2ℓ+ 1)]1/2
, (Δʹ.13)

ζmℓ =
[(ℓ+m)(ℓ−m)]1/2

[(2ℓ− 1)(2ℓ+ 1)]1/2
. (Δʹ.14)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (Δʹ.12) (Δʹ.4) και (Δʹ.5) καταλήγουμε ότι



155

F+
ℓm;ℓ′m′ −F−

ℓm;ℓ′m′ = 4π
∑
ℓ′′m′′

iℓ−ℓ′−ℓ′′−1(−1)m
′+m′′−1hℓ′′ (qRnn′)Yℓ′′−m′′

(
R̂nn′

)
×
∫
dΩYℓ′′m′′(r̂)

[
2α−m

ℓ Yℓm−1(r̂)
(
γ−m′+1
ℓ′+1 Yℓ′+1−m′+1(r̂)− γm

′
ℓ′ Yℓ′−1−m′+1(r̂)

)
−mYℓm(r̂)

(
ζm

′
ℓ′+1Yℓ′+1−m′(r̂) + ζm

′
ℓ′ Yℓ′−1−m′(r̂)

)
−2αm

ℓ Yℓm+1(r̂)
(
γm

′+1
ℓ′+1 Yℓ′+1−m′−1(r̂)− γ−m′

ℓ′ Yℓ′−1−m′−1(r̂)
)]
.

(Δʹ.15)

Χρησιμοποιώντας το σετ των εξισώσεων (Βʹ.9) προκύπτει

F+
ℓm;ℓ′m′ = F−

ℓm;ℓ′m′ . (Δʹ.16)

΄Ετσι η (Δʹ.11) από τις (Δʹ.16) και τη δεύτερη σχέση από το σετ των Εξ.(Αʹ.11) παίρνει τη

μορφή

Ωnn′
Hℓm;Eℓ′m′ = −Ωnn′

Eℓm;Hℓ′m′ =
2ℓ+ 1

ψℓψℓ′

[
−2α−m′

ℓ′ γmℓ Gℓ′m′−1;ℓ−1m−1 (Rnn′ ; q)

+m′ζmℓ Gℓ′m′;ℓ−1m (Rnn′ ; q) + 2αm′
ℓ′ γ

−m
ℓ Gℓ′m′+1;ℓ−1m+1 (Rnn′ ; q)

]
.

(Δʹ.17)

Τέλος, αξίζει να αναφερθεί ότι για n = n′, εξ΄ ορισμού ίσχύει ότι Ωnn′

LL′ = 0.



Παράρτημα Εʹ

Μηχανικό Ανάλογο

Ταλαντούμενης Σφαίρας

΄Οπως συζητήθηκε στο κυρίως κείμενο, η συμπεριφορά της οπτικής απόκρισης μιας σφα-

ίρας με χρονικά περιοδικά μεταβαλλόμενη ακτίνα είναι ισοδύναμη με εκείνη ενός ταλαντωτή,

ο οποίος έχει χρονικά μεταβαλλόμενη ιδιοσυχνότητα, κάτι που μπορεί να περιγραφεί με τη

βοήθεια της εξίσωσης του Mathieu [Εξ. (3.33)]. Στην ειδική περίπτωση που το η ≪ 1 και,

ταυτόχρονα, όταν η μελέτη γίνεται στην αδιαβατική ημιστατική περιοχή, η συμπεριφορά ενός

τέτοιο συστήματος μπορεί να αναλυθεί ευκολότερα.

Οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης μπορούν να βρεθούν αναζητώντας λύσεις Floquet της

μορφής

x(t) =
∞∑

n=−∞
Ane

−i(ω−nΩ)t. (Εʹ.1)

Περιορίζοντας το άθροισμα σε 2N+1 όρους,η Εξ. (3.33) οδηγεί σε ένα σύστημα εξισώσεων

σε μορφή πινάκων

Band2N+1[−ω2
r η, ω

2
r − (ω − nΩ)2,−ω2

r η] (Εʹ.2)

(A−N , . . . , A0, . . . , AN )T = 0 ,

όπου με BandM [a, b, c] συμβολίζεται ένας banded πίνακας με διάστασηM ×M , όπου a, b, c
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τα στοιχεία της κάτω διαγωνίου, διαγωνίου και πάνω διαγωνίου, αντίστοιχα, και το n παίρνει

τιμές από −N έως N κατά μήκος της διαγωνίου.

Στην αδιαβατική προσέγγιση θεωρούμε ότι Ω → 0, και η Εξ. (Εʹ.2) παίρνει τη μορφή

εξίσωσης ιδιοτιμών ενός συμμετρικού τριδιαγώνιου πίνακα Toeplitz. Band2N+1[−η, 1,−η],

ο οποίος έχει ιδιοτιμές
1

(ω2/ω2
r )ν = 1− 2η cos

( νπ

2N + 2

)
(Εʹ.3)

και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα

A(ν) =

(
sin
( νπ

2N + 2

)
, sin

( ν2π

2N + 2

)
, . . . , sin

(ν(2N + 1)π

2N + 2

))
, (Εʹ.4)

όπου ν = 1, 2, . . . , 2N+1. Σύμφωνα με την Εξ. (Εʹ.3), τα μικρότερα και μεγαλύτερα ιδιοδια-

νύσματα μπορούν να βρεθούν για ν = 1 και ν = 2N + 1, ενώ τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα

έχουν μέγιστη προβολή στην ελαστική συνιστώσα: |A(1)
0 | = |A(2N+1)

0 | = 1. Συνεπώς,

περιμένουμε μέγιστα για την ελαστική συνιστώσα στα

ω− = ωr

√
1− 2η cos

( π

2N + 2

)
≃ ωr

[
1− η cos

( π

2N + 2

)]

ω+ = ωr

√
1− 2η cos

((2N + 1)π

2N + 2

)
≃ ωr

[
1− η cos

((2N + 1)π

2N + 2

)]
.

Από την παραπάνω ανάλυση φαίνεται ότι, στο αδιαβατικό όριο (Ω → 0), οι κυρίαρχες

κανονικές συχνότητες που εμφανίζεται η ελαστική συνιστώσα (n = 0) έχουν διαφορά

∆ω = ω+ − ω− ≃ 2ωrη sin
(π
2

)
sin
( Nπ

2N + 2

)
→ 2ωrη . (Εʹ.5)

1S. Noschese, L. Pasquini, and L. Reichel, Numerical Linear Algebra with Applications 20, 302 (2013).


